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高等数学（下）-证明题—专题

一、第 9 章 多元函数微分学及其应用

1.【抽象复合函数求导的证明】

1.设 ( )z xy xF u  ，而
yu
x

 ， ( )F u 为可导函数，证明
z zx y z xy
x y
 

  
 

。.

证明 2( ) ( )( ) ( ) ( )z y yy F u xF u y F u F u
x x x
        


,
1( ) ( )z x xF u x F u

y x
     


 ( ( ) ( )) ( ( )) 2 ( )z z yx y x y F u F u y x F u xy xF u z xy
x y x
            
 

2.【抽象隐函数求导的证明】

2.证明由方程 F y
x
z
x

( , )  0所确定的隐函数 z z x y ( , ) 满足关系式 0 z
y
zy

x
zx







,其中 F 具有连续的一阶

偏导数.

证明

1 22 2
1 2

22
1

x

z

y zF F
F yF zFz x x

x F xFF
x




                  
 

，

1
1

22

1

1
y

z

FF Fz x
x F FF

x




  
     

 

1 2 1

2 2

( ) 0yF zF Fz zx y z x y z
x y xF F

 
 

  
        

 

3.设函数 ( , )z f x y 由方程 ( , ) 0z zF x y
y x

   所确定，证明
z zx y z xy
x y
 

  
 

。

证：设 ( , , ) ( , )z zG x y z F x y
y x

   ，令 ,z zu x v y
y x

   

则 2 21 ( )x u v u v
z zG F F F F
x x

          ； 2 2( ) 1y u v u v
z zG F F F F
y y

           ；

1 1 1 1
z u v u vG F F F F

y x y x
        

故
2 2

x u v

z u v

x G x yF zyFzx
x xG xF yF

  
   

  
；

2 2
y u v

z u v

y G xzF xy Fzy
y yG xF yF

   
   

  

2 2 ( ) ( )u v u v u v u v

u v u v

x yF zyF xzF xy F z xF yF xy xF yFz zx y z xy
x y xF yF xF yF

              
    

      
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4.设 ( , )u v 具连续偏导数，证明由方程 ( , ) 0cx az cy bz    所确定的隐函数 ( , )z f x y 满足
z za b c
x y
 

 
 

.

证：在方程 ( , ) 0cx az cy bz    两边关于 x求偏导得：

( ) ( ) 0u v
z zc a b
x x
      
 

u

u v

cz
x a b




    

同样地，方程两边关于 y求偏导得：

( ) ( ) 0u v
z za c b
y y
      
 

v

u v

cz
y a b




    


( )u v u v

u v u v u v

ac bc c a bz za b c
x y a b a b a b

        
    

               
，得证。

二、第 10 章 重积分

1.【二重积分的性质】-积分中值定理

5.设D由中心在原点，半径为 r的圆所围成，证明 1)cos(1lim
22

20
 


D

yx

r
dxdyyxe

r
.

证： )cos(
22

yxe yx 
在D上连续，由二重积分的中值定理知，在D内至少存在一点 ),(  ，使得

 

D

yx dxdyyxe )cos(
22 2)cos(

22

re   
，于是有

 


D

yx

r
dxdyyxe

r
)cos(1lim

22

20 
＝ )cos(lim

22

0
 


e

r
＝ )cos(lim

22

0
0










e ＝1

2.【二重积分有关等式证明】角度 1-改变积分次序

6.设 )(xf 在  1,0 上连续，并设 Adxxf 
1

0
)( ，求

2
)()(

211

0

Adyyfxfdx
x

 .

证：因为 
1

)(
x

dyyf 不能直接积出，所以应该改变积分次序，令 I ＝ 
11

0
)()(

x
dyyfxfdx 则

原式＝ 
y

dxyfxfdy
0

1

0
)()( ＝ 

x
dyyfdxxf

0

1

0
)()( ，

故 I2 ＝ 
11

0
)()(

x
dyyfxfdx + 

x
dyyfdxxf

0

1

0
)()( ＝ 

1

0

1

0
)()( dyyfdxxf ＝

2A ，所以
2

2AI 

7.证明：   



b

a

nx

a

nb

a
dyyfyb

n
dyyfyxdx )()(

1
1)()( 12

.

证明 交换左边二次积分的次序

 x

a

nb

a
dyyfyxdx )()( 2  

b

y

nb

a
dxyfyxdy )()( 2

＝ dyyx
n

yf
b

a

b
y

n 


1)(
1

1)(
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＝ dyyfyb
n

nb

a
)()(

1
1 1

 


。

3.【二重积分有关等式证明】角度 2-对称性

8.证明 2

2)()(
)()( Rbadxdy

yfxf
ybfxaf

D







 ，其中  222),( RyxyxD  ， )(xf 在D上恒正，且连续.

证明 因为D关于直线 xy  对称， 
D

dyxf ),( ＝ 
D

dxyf ),( ，于是

dxdy
yfxf
ybfxaf

D
 


)()(
)()(

＝ dxdy
xfyf
xbfyaf

D
 


)()(
)()(

，

所以 dxdy
yfxf
ybfxaf

D
 


)()(
)()(

＝ dxdy
yfxf
ybfxaf

D
 


)()(
)()({

2
1

＋ dxdy
xfyf
xbfyaf

D
 


)()(
)()(

｝

＝  
D

dba )(
2
1

＝ Dba



2

的面积＝ 2

2
Rba 

。

4.【二重积分不等式证明】-均值不等式、对称性、二重积分几何意义综合

9.设 )(xf 在区间 ],[ ba 上连续，证明
2

)( 





b

a
dxxf  

b

a
dxxfab )()( 2

证明：左边＝ 
b

a
dxxf )( 

b

a
dyyf )( ＝ 

D

dyfxf )()( ，其中D： bxa  ， bya 

由于   0)()( 2  yfxf ，  )()(
2
1)()( 22 yfxfyfxf  所以


D

dyfxf )()(   
D

dyfxf )()(
2
1 22

= 
D

dxf )(2
= 

b

a

b

a
dxxfdy )(2

＝ 
b

a
dxxfab )()( 2

，

10.设 ],[)( baCxf  ， 0)( xf ，证明
2)(

)(
)( ab

xf
dxdxxf

b

a

b

a


证明：化成二重积分证明，记D = ],;,[ baba ，由不等式 ABBA 222  ,有

左边＝ 







 

b

a

b

a

b

a

b

a xf
dxdyyf

yf
dydxxf

)(
)(

)(
)(

2
1

＝ dxdy
xf
yf

yf
xf

D
 










)(
)(

)(
)(

2
1

＝ dxdy
yfxf
yfxf

D



)()(2

)()( 22

dxdy
yfxf
yfxf

D


)()(2
)()(2

＝D的面积＝
2)( ab 

三、第 11 章 曲线、曲面积分

1.【积分与路径无关的不等式证明】-均值不等式
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11.设 L 是正方形 D： 10,10  yx 的正向边界， )(xf 是正值连续函数，

试证明  
L

dyyxfdx
xf
y 2)(

)(
.

证明 由格林公式 dxdy
y
P

x
QQdyPdx

D
L

)(







  ，

)(xf
yP  ，

)(
1
xfy

P





； )(yxfQ  ， )(yf
x
Q





，

 
L

dyyxfdx
xf
y )(

)(
22)]()([ 1   

DD

dxdydxdyxfyf .（因为 )(xf 是正值连续函数）

2.【积分与路径无关的不等式证明】-与路径无关的条件

12.在上半平面内 ( , )f x y 具有连续的偏导数，且对任意的 0t  都有 2( , ) ( , )f tx ty t f x y ，证明：在Ｄ

内任意分段光滑的闭曲线都有 ( , ) ( , ) 0
L

yf x y dx xf x y dy  .

证明 ( , ), ( , )P yf x y Q xf x y   ，

( , ) ( , )x
Q f x y xf x y
x

   


， ( , ) ( , )y
P f x y yf x y
y

  


，

已知 2( , ) ( , )f tx ty t f x y ，两边对 t求导， 3
1 2( , ) ( , ) 2 ( , )xf tx ty yf tx ty t f x y   

令 1t  ，则有 ( , ) ( , ) 2 ( , )x yxf x y yf x y f x y    ，所以
P Q
y x

 


 
，曲线积分与路径无关，

故 ( , ) ( , ) 0
L

yf x y dx xf x y dy 

四、第 12 章 无穷级数

13.设级数


1n
na 收敛，且 1lim 

 nn
b ，证明级数



1n
nnba 绝对收敛.

证： 因为 1lim 
 nn
b ，所以数列 }{ nb 有界，即存在 0M ，

使得对任意的 n，有 Mbn  ， 是 nnn aMba  ，

又级数


1n
na 收敛，由比较判敛法知



1n
nnba 收敛， 故级数



1n
nnba 绝对收敛.

14.若级数


1n
na 绝对收敛，试证级数



1

2

n
na ，



 1 1n n

n

a
a

，


 1
2

2

1n n

n

a
a

绝对收敛.

证： 


1n
na 绝对收敛,  0lim 

 nn
a
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当 n充分大时 1na , 此时 nn aa 2 , 


1

2

n
na 绝对收敛.

又 1
1

1lim
1

lim 






n

n
n

n

n

n aa
a
a

,由比值判别法知, 


 1 1n n

n

a
a

绝对收敛.

2
2

2

1 n
n

n a
a
a




 , 


 


1
2

2

1n n

n

a
a

收敛,即绝对收敛.

15.设 证明：且 ,),,2,1(0,0 11

n

n

n

n
nn v

v
u
unvu    若



1n
nv 收敛,则



1n
nu 也收敛.

证：
n

n

n

n

v
v

u
u

v
v

u
u

v
v

u
u

v
v

u
u 11

3

4

3

4

2

3

2

3

1

2

1

2 ,,,    , 1
1

1
1

1

1

1

1 , 
  nn
nn v

v
u

u
v
v

u
u

即

故


1n
nv 收敛,则



1n
nu 也收敛.

16. 已知 0lim 
 nn
nu ，级数 ))(1(

1
1 n

n
n uun




  收敛，证明级数



1n
nu 也收敛.

证： 因 ))(1(
1

1 n
n

n uun



  收敛，设其 n项部分和数列为 n ，则可设 Ann



lim

1112312 )1(  ))(1(  )(3 )(2   nnnnn unsuuunuuuu 

其中  ns 是


2n
nu 的第 n项部分和,则 11 )1(  nnn unus 

11 )1(limlimlim 
 nnnnnn

unus 

故级数


1n
nu 收敛，其和为 Au  1 . 证毕

★★★17. 设 ),,5,4,3(
4
1),,3,2,1(1 2

2
2

11    naaaana nnnnn 证明:

(1)级数 )( 1
2






  n
n

n aa 绝对收敛; (2)数列 na 收敛.

证明：(1) 2
2

2
11 4

1
  nnnn aaaa 212121 2

1
4
1

  nnnnnn aaaaaa

3122322 2
1

2
1

2
1

  nnnn aaaa 

 级数 )( 1
2






  n
n

n aa 绝对收敛.



高等数学（下） 证明题专题

第 6 页 共 8 页

(2) 设 saa n
n

n  




 )( 1

2

112211 )()()( aaaaaaaa nnnnn    11
2

)( aaa k

n

k
k  




1lim asann



， 即数列 na 收敛.

★★★18. 设 )(xf 在 0x 的某一邻域内具有二阶连续导数。且 0)(lim
0


 x

xf
x

试证明：级数


1
)1(

n n
fn 绝对收敛.

证明：由 0)(lim
0


 x

xf
x

，知 0)0( f ，且 0
0

)0()(lim)0(
0






 x

fxff
x

22/3

1

)1(
lim

1

)1(
lim

n

n
f

n

n
nf

nn 
 )0(

2
1

2
)(lim)(lim

020
f

x
xf

x
xf

xx







又


1
2/3

1
n n

收敛，


1
)1(

n n
fn 绝对收敛.

★★★19.设 )(xf 在 0x 处存在二阶导数, 且 0)(lim
0


 x

xf
x

,证明：级数


1
)1(

n n
f 绝对收敛.

证明：由 0)(lim
0


 x

xf
x

，知 )0(f 0)(lim)(lim
00




x
x
xfxf

xx
，且 0

0
)0()(lim)0(

0






 x

fxff
x

所以 )(xf 带皮亚若项的麦克劳林公式为 )0(   )(
2

)0()( 22 


 xxoxfxf

当 0)0( f 时， )1(1
2

)0()1( 22 n
o

n
f

n
f 


 )(1

2
)0(~ 2 


n

n
f

即 2

1
2

)0(
~)1(

n
f

n
f


，由

 

1
2

1
2

)0(
n

f
收敛知



1
)1(

n n
f 绝对收敛.

当 0)0( f 时， )(   )1()1( 2  n
n

o
n

f

0
1

)1(
lim

2




n

n
f

n
 ，由



1
2

1
n n

收敛知


1
)1(

n n
f 绝对收敛.

综合上述：级数


1
)1(

n n
f 绝对收敛.

20. 证明: 1)(lim
1sin2


 n

n
n

n
an ,则级数



1n
na 收敛.



高等数学（下） 证明题专题

第 7 页 共 8 页

证明： 1)(lim
1sin2


 n

n
n

n
an

取 1    
2
1 N ， 当 1Nn  时，恒有

2
11

1sin2
 n

n
n

an ，

即
2
3

2
1 1sin2

 n
n

n
an ， n

n

n
n

n
nan

1sin21sin2

2
3

2
1 



21sin2lim 
 n
n

n


对 2    
2
1 N ， 当 2Nn  时，恒有

2
121sin2 

n
n ，即

2
51sin2

2
3


n

n

从而 2
31sin2

2
3

2
3 

 nna n
n

n

由


1 2
3

1
n n

收敛知，级数


1n
na 收敛.

★★★21. 设数列 ,,,,1 321 SSS  由公式 nnnn uSSS 
2

12 决定,其中 nu 是正项级数  0
1





n

n
n uu 的

一般项,证明:级数


0n
nu 收敛的充分必要条件是数列 nS 也收敛.

证明：由 nnnn uSSS 
2

12 ， .0,11  nuS 易由归纳法证 1nS ；

又由 nnnn uSSS 
2

12 两边同时平方整理得

4
)( 11

n
nnn

u
SSS  ，故 11  nn SS

4
)())(( 1111

22
1

n
nnnnnnnnn

uSSSSSSSSS  

从而 22
11 4

0 nn
n

nn SS
u

SS   *

必要性：级数


0n
nu 收敛知



0 4n

nu 收敛. 由*及比较判别法知,

级数



 

1
1 )(

n
nn SS 收敛.其 n项部分和数列 n 极限存在,设 Ann



lim

1112312  )()()( SSSSSSSS nnnn  
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ASSnnnn
 

)(limlim 11

1lim SASnn



即数列 nS 收敛.

充分性：数列 nS 收敛，记 BSnn



lim ,设




 

1

22
1 )(

n
nn SS 的第 n项部分和  nV ，则

2
1

2
1 SSV nn   ， 1lim 2 


BVnn

故



 

1

22
1 )(

n
nn SS 收敛，由*及比较判别法知



0 4n

nu 收敛

从而级数


0n
nu 收敛. 证毕


