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第 7 章 微分方程—求积分方程综合

1.求连续函数 )(xf 使它满足 xxxfdttxf sin)()(
1

0
 。

思路：利用变上下限积分的求导公式逐次消去积分符号，并逐步根据积分相应的值定出微分方程的初始条件。

解：令 txu  ，则 xdtdu  ，且有 0,0  ut ， xut  ,1 ，

原方程化简为 xxxfdu
x

uf
x

sin)(1)(
0

 ，

即 xxxxfduuf
x

sin)()( 2

0
 ，

两边关于 x求导得 xxxxxfxxfxf cossin2)()()( 2 ，

化简得 xxxxf cossin2)(  ，

两边积分得 dxxxxxf )cossin2()(   Cxxx  sincos 即为所求函数。

2.设连续函数 )(xy 满足方程
xx
edttyxy  0 )()( ，求 )(xy 。

解：方程两边关于 x求导，得
xexyxy  )()( ，为一阶线性非齐次微分方程。

利用公式得通解为

)()( CdxeCdxeeey xdxxdx
 

 )( Cxe x  。

由 1
0


x
y ，得 1C ，

故所求曲线的方程为 )1(  xey x
。

3. 设函数 )(x 连续， 且满足  
xxx dttxdtttex
00

)()()(  ，求 )(x .

解： 等式两边对 x求导得 
xx dttex
0

)()(  ，

再求导得微分方程 )()( xex x   ， 即
xexx  )()(  ，

微分方程的特征方程为 012 r ，

其根为 ir 2,1 ，故对应的齐次方程的通解为 xCxCx sincos)( 21  ，

易知
xex

2
1)(*  是非齐次方程的一个特解，

故非齐次方程的通解为
xexCxCx

2
1sincos)( 21  。

由所给等式知 1)0(  ， 1)0(  ， 由此得
2
1

21 CC 。

因此 )sin(cos
2
1 xexx  。
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4.设  
x

dttftxxxf
0

)()(sin)( ，其中 )(xf 为连续函数，求 )(xf 。

解：  
xxx

dtttfdttfxxdttftxxxf
000

)()(sin)()(sin)( ， (1)

两边对 x求导得：

 
xx

dttfxxxfxxfdttfxxf
00

)(cos)()()(cos)( (2)

继续求导： xxfxf sin)()( 

另取 0x ，由（1）（2）得 0)0( f ， 1)0( f ，

于是问题转化为求微分方程 xxfxf sin)()(  满足初始条件 0)0( f ， 1)0( f 的特解。

方程 xxfxf sin)()(  对应的齐次方程的特征根为 i2,1 ，

故对应齐次方程的通解为 xCxCY sincos 21  ，

因为 i2,1 是特征根，因此原方程的特解可设为 )sincos(* xBxAxY  ，

代入方程得 0,
2
1

 BA ，

所以方程的通解为 xxxCxCy cos
2
1sincos 21  。

代入初始条件 0)0( f ， 1)0( f ，得 01 C ，
2
1

2 C ，

从而 xxxxf cos
2
1sin

2
1)(  。

5.已知某曲线在第一象限内且过坐标原点，其上任一点M 的切线MT ，M 的纵坐标MP ，x 轴所成的三角形MPT 的面

积与曲边三角形OMP 的面积之比恒为常数 )2
1( k ，又知道点M 处的导数总为正，试求该曲线的方程。

解： 设所求曲线方程为 )(xyy  ，如右图所示

任一点M 坐标为 ),( yx ，

由题意得
TP
MPy tan ，

即
y
yTP


 ，三角形MPT 的面积

y
y

y
yyTPMPS







22
1

2
1 2

，

曲边三角形OMP 的面积 
x

dxxyS
0

)( ，

由两面积之比为常数得 


x
dxxyk

y
y

0

2

)(
2

，

T O xP

M

y

)(xfy 
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两边关于 x求导得 )(22
2

2

xky
y

yyyyy





， 即
2)1(2 ykyy  ，

令 yyp )( ， 则
dy
dppy  ，

原方程化为
2)1(2 pk

dy
dpyp  ， 即 0])1(2[  pk

dy
dpyp 。

由 0p 得 Cy  ， 这是原方程的一个解 但不合题意舍去。

由 0)1(2  pk
dy
dpy ，得

)1(2
1

kyCp  ，即
)1(2

1
kyCy  ，

从而
12

12

21 




k
yCxC

k

，

由曲线过原点，得 0
0


x
y ，代入得 02 C 。

所求曲线为 xCky k
1

12 )12( 
，

由 1C 的任意性，曲线可表示为 12
1
 kCxy ，C为任意常数。


