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第 5 章 定积分的恒等式和不等式证明

一、定积分的恒等式证明

1.证明
1 1

0 0
(1 ) (1 )m n m nx x dx x x dx    ，并计算

1 2 7

0
(1 )x x dx .

证 令 1x t  ，即 1t x  ，于是
1 0 1

0 1 0
(1 ) (1 ) (1 )m n m n m nx x dx t t dt t t dt       

所以
1 1

0 0
(1 ) (1 )m n m nx x dx x x dx    .

1 12 7 7 2

0 0
(1 ) (1 )x x dx x x dx   

1 7 8 9

0
( 2 )x x x dx  

1
8 9 10

0

1 2 1( )
8 9 10
x x x  

1
360

 .

2.设 )(xf 是以 l为周期的连续函数，证明：对任意实数 a，有
0

( ) ( )
a l l

a
f x dx f x dx


  .

证 因为
0

0
( ) ( ) ( ) ( )

a l l a l

a a l
f x dx f x dx f x dx f x dx

 
     

对上述等式右端的第三个积分，令 x l t  ，则

0 0
( ) ( ) ( )

a l a a

l
f x dx f t l dt f t dt


     .

故
0

( ) ( )
a l l

a
f x dx f x dx


 

3.设 )(xf 为连续函数，证明：
2

3 2

0 0

1( ) ( )
2

R R
x f x dx xf x dx  .

证 设 x t ，则

dxxfx
R

)(
0

3 =
t

dttft
R

2
)(

2

0
2
3

 = dtttf
R


2

0
)(

2
1

，

故
2

3 2

0 0

1( ) ( )
2

R R
x f x dx xf x dx  .

4. ．，并由此计算试证： dx
xx
xdxxbafdxxf

b

a

b

a 


 
 3

6

2

)2(
cos)()(

证 令　a b x t  

右 左    f t dt f x dx
b

a

a

b
( )( ) ( )

原式 
 

    






cos ( )

( ) ( )

2

6

3 6 3

6 3
2
6 3

 

 


 

 x

x x
dx
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


sin
( )

2

6

3

2
x

x x
dx









 

dx
x x

x
x x

dx
( )

cos
( ) 







2 26

3
2

6

3

原式 


1
2 26

3 dx
x x( )



 






1
2

1 2
2

1
2 2

6

3

6

3

 

 









( )

ln

x x
dx

x
x


ln2


.

5.若 ( )f x 在 2[1, ]a ( 1)a  上连续，证明：
2

3 2

1 1

1( ) ( ) .
2

a a
x f x dx xf x dx 

证 因为 3 2 2 2 2

1 1

1( ) ( ) ( )
2

a a
x f x dx x f x d x  ， 令 2t x ，则 ( )f t 在 2[1, ]a 上连续，所以 ( )f t

在 2[1, ]a 上可积，于是

2 2
3 2 2 2 2

1 1 1 1

1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

a a a a
x f x dx x f x d x tf t dt xf x dx      .

6.设 )(xf 为连续函数，证明：  dttftx
x

0
)()( dtduuf

x t

  






0 0
)( .

证 因为  
xxx

dttfxxfxxfdttfdttftx
dx
d

000
)()()()()()( ，

  




 xxx t

dttfduufdtduuf
dx
d

000 0
)()(])([ ，

所以

 dttftx
x

0
)()( dtduuf

x t

  






0 0
)( + c（ c为常数）

在上述等式中取 0x ，得到 c =0，故所证等式成立.
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二、定积分的不等式证明

★★1.设 ( )f x 在 ,a b 上连续,且严格单调增加,证明:

( ) ( ) 2 ( )
b b

a a
a b f x dx xf x dx  

知识点：积分上限函数，函数的单调性

思路：把结果转化成积分上限函数，结果中的大小比较利用函数的单调性来求证

证:做辅助函数 ( ) ( ) ( ) 2 ( )
x x

a a
F x a x f t dt tf t dt   

则 ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )
x x

a a
F x f t dt a x f x xf x f t dt a x f x        

 ( ) ( ) ( ) ( )
x x x

a a a
f t dt f x dt f t f x dt     

又因为 ( )f x 在 ,a b 上严格单调增加且连续，

而  , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
x

a
t x f t f x F x f t f x dt      

所以 ( )F x 是严格减少，且 ( ) 0F a  ， ( ) ( ) 0.F b F a 

即 ( ) ( ) 2 ( )
b b

a a
a b f x dx xf x dx  

★★★2.设 ( ) 0f x  与 ( ) 0f x  对  ,x a b 成立,试证

2( ) ( )
b

a
f x f x dx

b a


 
知识点：泰勒公式，定积分的性质

解：将 ( )f x 在 [ , ]t a b 处展成一阶泰勒公式，

21( ) ( ) ( )( ) ( )( ) , ( , )
2!

f x f t f t x t f x t x t       

因为 ( ) 0f x  ，所以 ( ) 0f   ，于是： ( ) ( ) ( )( )f x f t f t x t  

两边在 ,a b 上对 t积分，得： ( ) ( ) ( ) ( )( )
b b

a a
b a f x f t dt f t x t dt    

即 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
b b

a a

b
b a f x f t dt f t x t f t dt

a
     

2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b

a
f t dt x b f b x a f a    

得 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b

a
f t dt b a f x b x f b x a f a     

由于 ( ) 0, ( ) 0, ( ) 0, 0, 0,f x f a f b x a b x      

所以 2 ( ) ( ) ( )
b

a
f t dt b a f x 
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即
2( ) ( )

b

a
f x f x dx

b a


 
★★★3.(2022 数一 20.数二 21)（12 分）

设  xf 在   , 有二阶连续导数，证明：   0 xf 的充要条件为对不同实数

a ,b ,   xxf
ab

baf
b

a
d1

2 







 

.

证明：“”令 ( ) ( ) ( )
2

x

a

a xF x x a f f t dt    
   ，则 ( ) 0F a  .

1( ) ( ) ( )
2 2 2

a x a xF x f x a f f x           
   

1 ( ) ( )
2 2 2

a x a xx a f f f x          
   

1 1( ) ( ) ( )
2 2 2

a xx a f f x a      
 

1 ( ) ( )
2 2

a xx a f f           

由于 ( ) 0f x  ，所以 ( )f x 单增，从而 ( )
2

a xf f    
 

，故 ( ) 0F x  ， ( )F x 单调递减.
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x a , ( ) 0F x  ,则 ( ) 0F b  ，及
1 ( )

2
b

a

a bf f x dx
b a

       .

“” 0 ( , )x    ，取 0 0, ha x h b x   ，其中 0h  ，则

0

0
0( )d 2 ( )1 ( )d 0

2 2

x

b x

h

h

a

f fa bf
x x x h

f x x
b a h



 
 
 


 




 ,

从而

0

0
0

3

( )d 2 ( )
0

2

x h

hx
f x x f x h

h









.

由

0

0
0

0 0 0
3 20 0

( )d 2 ( ) ( ) ( ) 2 ( )lim lim
2 6

h

h

x

x

h h

hf x x f x h f x xhf x f
h h





 

  


 

0 0

0

( ) ( )lim
12h

h
h

f x f x h


 


 

0 0

0

( ) ( )lim
12h

hf x f x h


 


 

0
1 ( )
6
f x ，

同时由极限的保号性知 0 0( )f x  .

★★4 设 f (x)、g (x)在区间[a b]上均连续 证明

(1)  
b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf )()(])()([ 222 

证明 因为[f(x)g(x)]20 所以2g 2(x)2 f(x)g(x)f 2(x)0 从而

0)()()(2)( 222  
b

a

b

a

b

a
dxxfdxxgxfdxxg  

上式的左端可视为关于的二次三项式 因为此二次三项式大于等于 0 所以其判别式小于等于 0 即

0)()(4])()([4 222  
b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf 

亦即  
b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf )()(])()([ 222 

(2) 设 f (x)在区间[a b]上连续 且 f (x)0 证明   
b

a

b

a
ab

xf
dxdxxf 2)(
)(

)( 

证明 已知有不等式  
b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf )()(])()([ 222  在此不等式中 取

)(
1)(
xf

xf  

)()( xfxg   则有

   
b

a

b

a

b

a
dx

xf
xfdx

xf
dxxf 222 ]

)(
1)([]

)(
1[])([ 

即   
b

a

b

a
ab

xf
dxdxxf 2)(
)(

)( 
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(3)      2122
122

12 )()()]()([  
b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf 

证明  
b

a

b

a

b

a

b

a
dxxgxfdxxgdxxfdxxgxf )()(2)()()]()([ 222

2
1

2222 ])()([2)()(   
b

a

b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgdxxf 

又  22
1

22
1

22
1

2222 ])([])([])()([2)()(   
b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgdxxfdxxgdxxf 

所以      2122
122

12 )()()]()([  
b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf 


