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第 3 章 微分中值定理与泰勒公式相关证明

一、【罗尔定理】

1.【根的存在】

★1.若函数 )(xf 在 )(a,b 内具有二阶导函数，且 )()()( 321 xfxfxf 

)( 321 bxxxa  ，证明：在 )( 31,xx 内至少有一点 ξ ，使得 ( ) 0f ξ  。

★2.不用求出函数 )4)(3)(2)(1()(  xxxxxf 的导数，说明方程 ( ) 0f x  有几个实根，并指

出它们所在的区间。

★3.若 4 次方程 043
2

2
3

1
4

0  axaxaxaxa 有 4个不同的实根，证明：

0234 32
2

1
3

0  axaxaxa

的所有根皆为实根。
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★4.设 0
12

)1(
3

12
1 


 

n
aaa nn ，证明方程

0)12cos(3coscos 21  xnaxaxa n 在 )
2

0( π, 内至少有一个实根。

★5.设 )(xf 可导，试证 )(xf 的两个零点之间一定有函数 ( ) ( )f x f x 的零点。

2.【构造函数】

★1.设 )(xf 在 ]10[ , 上连续，在 )10( , 内可导，且 0)1( f .求证：存在 )10( ,ξ  ，使
( )( ) f ξf ξ
ξ

   .

★2.设 )(xf 于 ]0[ ,π 上连续，于 )0( ,π 内可导，求证：存在 )0( ,πξ  ，使得

( ) ( ) cotf ξ f ξ ξ  
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★3.设函数 )(xf 在 ]10[ , 上连续，在  1,0 可导，且   10 f ，  
e

f 11  ，证：在 )10( , 内，

有且仅有一点 ξ ，使  eξf )( 。

★4.设函数 )(xf 在 ]10[ , 上二阶可导，     110  ff ，   11 f ，证：在 )10( , 内，

有且仅有一点 c，使 2)(  cf .

.0)(),,(:

).(,)(lim)(lim,),()(.5★★




 

 fba

AAxfxfbaxf
bxax

使至少存在一点试证

为有限值且内可导在有限区间设函数

★★6.设 )(xf 在 ]10[ , 上可导，且 1)(0  xf ，对于任何 )10( ,x ，都有 ( ) 1f x  ，试证：在 )10( ,

内，有且仅有一个数 ξ ，使 ξξf )( 。
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★★7.设 )(xf 在 ][a,b 上可微，且 ( ) 0 ( ) 0 ( ) ( )f a , f b , f a f b A,      试证明 )(xf  在 )(a,b 内至少

有两个零点。

二、【拉格朗日中值定理】

1.设函数 )(xf 在 ][a,b 上连续，在 )(a,b 内有二阶导数，且有

 bcacfbfaf )(0)(0)()(  ， ，

试证在 )(a,b 内至少存在一点 ξ ，使 ( ) 0f ξ  .

2.设 )(xf 在 ]10[ , 上连续，在 )10( , 可导，且 1)1(0)0(  ,ff ，试证：对任意给定的正数 a,b 在 )10( ,

内存在不同的  , ，使
( ) ( )
a b a b

f ξ f 
  

 
.
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三、【柯西中值定理】

1.设函数 )(xfy  在 0x 的某个邻域内具有 n 阶导数，且

( 1)(0) (0) (0) 0nf f f ,    试用柯西中值定理证明：

)10()()( )(

 θ
n!

θxf
x

xf n

n 。

2.设 )(xf 在 ][a,b 上连续，在 )(a,b 内可导，证明：在 )(a,b 内存在点 和，使

( ) ( )
2

a bf ξ f 

  。

四、【泰勒中值定理】

1.若 )(xf 在 ][a,b 上有 n阶导数，且 ( 1)( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0nf a f b f b f b f b      

证明在 )(a,b 内至少存在一点 ξ ，使 )(0)()( bξaξf n  。
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2.设在 )1[ , 上处处有 ( ) 0f x  ，且 (1) 2 (1) 3f , f    ，证明在 )1( , 内方程

0)( xf 仅有一实根。

3.设函数 )(xf 在[0，1]上具有二阶连续导数，且满足 )0()1( ff  及 ]1,0[()(  xMxf ，证明

对一切 ]1,0[x 有
2

)( Mxf  成立.

4.设 )(xf 在 ]1,0[ 上具有二阶连续导数， )1,0(,)(,)(  cbxfaxf ，求证：

2
2)( bacf  .

5.设函数 )(xf 在区间 ]1,1[ 上具有三阶连续导数，且 ,1)1(,0)0(,0)1(  fff

0)0( f ，证明存在一点 )1,1( ，使 3)(  f .


