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第九章 多元函数微分法及其应用

一、二元函数的定义域、二重极限判断与求值、多元函数的连续

1.【求函数的定义域、二重极限判断与求值、多元函数的连续性】

【例 1-1】1.函数 y y x x
x y

  
 

ln
1 2 2

的定义域为 .

【答案】 y x x x y   , ,0 12 2

【例 1-2】2.极限 lim
x
y

x y
x y


0

0

2

4 2 = （ B ）.

A.等于 0 B.不存在 C.等于
1
2

D.存在且不等于 0 或
1
2

【例 1-3】3.极限 x
xy

y
x

)sin(lim
0


 = .

【答案】 

【练习 1】【求函数的定义域、二重极限判断与求值、多元函数的连续性】

4.函数 z y
x




arctan
1

的定义域为 .

【答案】 1x

【知识 1】

1.二元函数： ( , )z f x y ， ( , )x y D ，D 为定义域.

【几何意义】： ( , )z f x y 为空间曲面，D为曲面在 xoy面上投影。

2.二重极限：
0
0

lim ( , )
x x
y y

f x y A



 .

【注】 0 0( , ) ( , )x y x y 为任意方式.若 ( , )x y 以不同方式趋于 0 0( , )x y 时， ( , )f x y 无限靠近不同的常数，则二

重极限不存在。

3.二元函数连续：
0
0

0 0lim ( , ) ( , )
x x
y y

f x y f x y





【注】（1）初等函数在其定义区域内连续。(2)若
0
0

0 0lim ( , ) ( , )
x x
y y

f x y f x y



 ，则
0
0

lim ( , )
x x
y y

f x y A



 .
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5.函数 z x
y


arcsin

的定义域为 .

【答案】   1 1x ， y  0

6.
( , ) (0,0)

lim
x y

x y
x y




（ B ）

A.等于 0 B.不存在 C.等于
1
2

D.存在且不等于 0 或
1
2

7. 极限
xy

ex y

y
x sincos
lim

2

0
0 






= .

【答案】 1

8. 



 xy

xy

y
x

42
lim

0
0

【答案】
4
1



9.
2 20

0

lim
x
y

xy
x y

 
= .

[解析]：
2 2 2 2

0 | | | |xy x y y
x y x y

   
 

，又
0
0

lim | | 0
x
y

y



 ，
2 20

0

lim 0
x
y

xy
x y



 

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二、偏导数、高阶偏导数与全微分

2.【求偏导数、高阶偏导数、全微分】

【例 2-1】1.设 z x y x
y

  ( ) arcsin2 ，那么


z
y (!, )2

（ D ）.

A.0 B.1 C.

2

D.

4

【例 2-2】2.u xy y
x

  ，则



2

2

u
x

= .

一、偏导数：

1.定义：
0
0

0 0 0 0

0

( , ) ( , )lim
xx x

y y

f x x y f x yz
x x 



  


 
；

0
0

0 0 0 0

0

( , ) ( , )lim
yx x

y y

f x y y f x yz
y y 



  


 

2.几何意义： ( , )z f x y 的偏导数 0 0( , )xf x y 表示空间曲线

0

( , )z f x y
y y


 
在点 0 0 0( , , )x y z 处的切线 xT 关于 x轴的

斜率.

3.偏导函数的求法：

（1）多元函数对某自变量求偏导时，只需将其余自变量看为常数，按一元函数求导法则计算导数。

（2）多元分段函数在分段点处偏导数要用偏导数定义来求。

二、高阶偏导数：
1.二阶及二阶以上的偏导数称为高阶偏导数.

2.若

2 2

,z z
x y y x
 
   

在区域 D内连续，则在 D内这两个偏导数相等.

三、全微分

1.定义： ( )z A x B y o       ，
2 2( ) ( )x y     ，则称函数在点 ( , )x y 可微，

全微分 dz A x B y    .

【注】(1)若 ( , )z f x y 在 ( , )x y 可微，则
0

lim 0z dz
 

 
 ；（2）若

0
lim 0z dz
 

 
 ，则 ( , )z f x y 在 ( , )x y 不可微。

2.定理：

(1)若 ( , )z f x y 在 ( , )x y 可微，则 ( , )z f x y 在 ( , )x y 连续

(2)若 ( , )z f x y 在 ( , )x y 可微，则 ( , )z f x y 在 ( , )x y 偏导数存在，且
z zdz dx dy
x y
 

 
 

.

(3)若 ( , )z f x y 在 ( , )x y 的偏导数
z
x



，
z
y



在 ( , )x y 处连续，则函数在该点处可微.
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【答案】
2

3

y
x

【例 2-3】3.设 z x y ( )1 ，则d z = .

【答案】 y x x xy y( ) d ( )1 11  

【练习 2-1】【求偏导数】

4.函数 z f x y ( , ) 在点 ( , )x y0 0 处连续是它在该点偏导数存在的（ D ）.

(A)必要而非充分条件 (B)充分而非必要条件

(C)充分必要条件 (D)既非充分又非必要条件

5.设函数 ),( yxf 在 ),( ba 的偏导数存在，则
0

( , ) ( , )lim
x

f a x b f a x b
x

  
（ D ）.

(A)0 (B) ),2( baf x (C) ( , )xf a b (D) 2 ( , )xf a b

6.若 f x x x x f x x xx( , ) , ( , )'2 3 2 6 12    ，则 f x xy
' ( , )2 =（ C ）.

(A) x  3
2

(B) x  3
2

(C)2 1x  (D)  2 1x

7.若 f x x x f x x x xx( , ) , ( , )'2 3 2 2 4   ，则 f x xy
' ( , )2

=（ B ）.

(A)2 22 4x x (B) x x 3
(C) x x2 5 (D) 2 2 2x x

8.曲线

2 2

4
4

x yz

y

 



 

在点 (2, 4,5) 处的切线与 x轴正向所成的倾角是多少？

思路： ( , )z f x y 的偏导数 0 0( , )xf x y 表示空间曲线
0

( , )z f x y
y y


 
在点 0 0 0( , , )x y z 处的切线 xT 关于 x轴的斜率，

tank  。

解：
2
4 2

z x x
x


 


， (2,4,5)
2 1 tan
2

z
x


  


，

4
 

9.设 xxyeyxf ),( ，则 ),1( xf x （ C ）.

(A) 0 (B) e (C) xe2 (D) 1+ ex

10.设 f x y y
x

( , ) arcsin ，则 f x
' ( , )2 1 （ A ）.

(A)
1
4

(B)
1
4

(C) 
1
2

(D)
1
2

11.设 z x x y  ( )1 ，则


z
x ( . )1 1

 ( B ).
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(A) 1+ln2 (B) 4(1+ln2) (C) 4 (D) 8

12.求函数
2

0

xy tz e dt  的偏导数

思路：积分上限函数求导法则  ( )
( ) ( ( )) ( )

x

a
f t dt f x x


 


 ，及二元函数求偏导法则。

解：
2 2 2 2 2 2( ) ( ),xy x y xy x yz ze y ye e x xe

x x
    

     
 

13. 设
2

( )
3
yz xy
x

  ，其中 ( )u 可导，证明
2 2z zx y xy
x y
 

 
 

。

证：
2

2

2( ) , ( )
3 3

z y z yxy y xy x
x x y x

       
 

，

左边
2

2 2 2 2
2

2( ( ) ) ( )
3 3
yx xy y y y x y xy
x

        ；

右边
2 22 2( ( ) ) ( )

3 3
yxy xy x y x y xy
x

      ， 所以 左边=右边，题目得证。

【练习 2-2】【求高阶偏导数】

14.设u x xy ln ，则

 

2u
x y

= .

【答案】
y
1

15.设u x y y x 2 2sin cos ，则

 

2u
x y

= .

【答案】2 2x y y xcos sin

【练习 2-3】【求全微分】

16.设 z x y x e y  3 2 2
，则d z = .

【答案】 ( ) d ( ) d3 2 22 2 3x y x x x y e yy  

17.设 f x y z xy z( , , ) ln( )  ，则d ( , , )f 1 2 0 = .

【答案】d d dx y z 
1
2

1
2

18.设 , ( ( , ) 
  

 

x yu f f x y
y z

x y
u f , ( f ( x , y )

y z

 
  

 

具有一阶连续导数），求du
d u

.
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解： 1 2d d d  
x yu f f
y z 1 2 1 22 2

1 1d d d        
 

x yf x f f y f z
y z y z

19.设 ( , )z f x y
z f ( x , y )

是由方程 0    z y xz y x xe 所确定的二元函数，求d z
d z

.

解：两边求微分

d d d d (d d d ) 0         z y x z y xz y x e x xe z y x

所以
1 ( 1)d d d

1

 

 

 
 



z y x

z y x

x ez x y
xe

三、复合函数求导法则、隐函数求导公式(解答题、证明题)

3.【求多元复合函数的导数、隐函数的导数】

【例 3-1】1.设
3 2 2, cos , ,x y dzz e x t y t

dt
   则 .

【答案】
3 2 3 23 sin 4x y x ye t te  

一、复合函数求导法则

1. ( ( ), ( ))z f u t v t
 

  
 

dz z du z dv
dt u dt v dt

2. [ ( , ), ( , )] z f u x y v x y z z u z v
x u x v x
    

 
    

，
z z u z v
y u y v y
    

 
    

3. [ ( , ), ( )] z f u x y v y z z u
x u x
  


  

，
z z u z dv
y u y v dy
   

 
   

【注】 ( , , ( , )) z f x y u x y z f f u
x x u x
   

 
   

；
z f f u
y y u y
   

 
   

二、隐函数求导公式

1.若 ( , ) 0F x y  确定 ( )y f x ，则
x

y

Fdy
dx F

  ；

2.若 ( , , ) 0F x y z  确定 ( , )z f x y ，则 , yx

z z

FFz z
x F y F
 

   
 

；

3.若方程组
( , , ) 0
( , , ) 0


 

F x y z
G x y z

确定二元函数 ( ), ( ) y y x z z x .

则方程两边同时对 x ,求解方程组即可.



高等数学（下） 第九章 多元函数微分法及其应用

第 7 页 共 20 页

2.设 z ue v ，其中 xyvyxu  ,22
，求



z
x
.

【答案】 yuexe
x
z vv  )2(

 )2( uyxev 

3.求函数 ( , )z f xy y 的
2 2 2

2 2, ,z z z
x x y y
  
   

（其中 f 具有二阶连续偏导数）

解：令u xy ，则函数为 ( , ),u f u y u xy  复合而成的函数，其中变量 y既是中间变量又是自变量，按复合函

数求导法有：

0 u
z f u f yf
x u x y
        
   

， u y
z f u f xf f
y u y y
         
   

（其中
f
y



是函数对中间变量 y的偏导数，求解

时将中间变量u看作常量）

又由 ( , )f u y 为 ,u y的函数，所以 ,u yf f 仍为以 ,u y为中间变量，以 ,x y为自变量的函数，故

2
2

2

( ) ( 0)u u u
uu

yf f fz uy y f
x x u x y

           
    

2 ( ) ( )u u u
u uu uy u

yf f fz uy f xyf yf f
x y y u y y

                
     

2

2

( )
( )u y y yu uxf f f ff fz u ux

y y u y y u y y
          

      
       

2 2 2uu uy yu yy uu uy yyx f xf xf f x f xf f            

【例 3-2】4.设函数 z z x y ( , )由方程
zezyx  2sin 所确定，则



z
x
= .

【答案】
cos x
e z1

5.设 z为由方程 ( , ) 0f x y y z   所确定的函数，求
2

2, zdz
x



.

解：方法一：

函数为 ( , ) 0f x y y z   ， ( , )z z x y ；令 ,u x y v y z   

方程两边同时关于 x求偏导 0u v
zf f
x
  


，（1） 整理得 u

v

fz
x f


 

 

方程两边同时关于 y求偏导

(1 ) 0u v
zf f
y
   


，整理得 u v

v

f fz
y f

 
 


1 [ ( ) ]u u v

v

dz f dx f f dy
f

      


在（1）式两边再关于 x求偏导 （注意 z为 ,x y的函数）
2

2( ) 0uu uv vu vv v
z z z zf f f f f
x x x x
           
   
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整理得
2 2

22
0u u u

uu uv vu vv v

v v v

f f f zf f f f f
xf f f

           
  

22

2 2 3
uu v u uv u vu u vv

v v

f f f f f f f fz
x f f

         
 

  

方法二 ： 求 dz时也可用全微分形式的不变性

( , ) (0)df x y y z d   , ( ) ( ) 0u vf d x y f d y z     故 ( ) ( ) 0u vf dx dy f dy dz    

整理得
1 ( ( ) )u u v

v

dz f dx f f dy
f

     


,故 u

v

fz
x f


 

 
， u v

v

f fz
y f

 
 



6. 证明由方程 ( , ) 0y zF
x x

所确定的隐函数 ( , )z z x y 满足关系式 0 z
y
zy

x
zx







,其中F 具有连

续的一阶偏导数.

证：
1 22 2

1 2

22
1

x

z

y zF F
F yF zFz x x

x F xFF
x




                  
 

,
1

1

22

1

1
y

z

FF Fz x
y F FF

x




  
     

 

1 2 1

2 2

( ) 0yF zF Fz zx y z x y z
x y xF F

 
 

  
        

 

【练习 3-1】【求多元复合函数的导数】

7.若
2 2( )z f x y  ，则

z zy x
x y
 

 
 

.

【答案】0

8.设 z xf x y f x y ( , ), ( , ) 具有二阶连续偏导数，


f
y ( , )0 1 2 ，则


 

2

0 1
z

x y ( , ) = .

【答案】2

9.求函数
2( , )yz f x y

x
 的

2 2 2

2 2, ,z z z
x x y y
  
   

（其中 f 具有二阶连续偏导数）

解：令
2,yu v x y

x
  ， 则函数为

2( , ), ,yu f u v u v x y
x

   复合而成，按多元复合函数求导法：

2 2u v
z f u f v y f xyf
x u x v x x
           
    

，
21

u v
z f u f v f x f
y u y v y x
          
    

由 ( , )f u v 为 ,u v的函数，所以 ,u vf f 仍为以 ,u v为中间变量，以 ,x y为自变量的函数，故
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2 2

2 2 3

( 2 ) 2( ) 2 ( ) 2
u v

u u v v
u v

y f xyf f f f fz y u v y u vx f xy yf
x x x u x v x x u x v x

                         
         

2 2 3 2

2( 2 ) 2 ( 2 ) 2uu uv u vu vv v
y y y yf f xy f xy f f xy yf
x x x x
               

2 2
2 2

4 2 3

4 2 4 2uu uv u vv v
y xy yf f f x y f yf
x x x

        （ f 具连续二阶偏导数 uv vuf f  ）

2 2

2 2

( 2 ) 1( ) 2 ( ) 2
u v

u u v v
u v

y f xyf f f f fz y u v u vx f xy xf
x y y x u y v y x u y v y

                         
          

2 2
2 2

1 1 1( ) 2 ( ) 2uu uv u vu vv v
y f f x f xy f f x xf
x x x x
              

3
3 2

1 2 2uu uv u vv v
y f yf f x yf xf
x x
         （ f 具连续二阶偏导数 uv vuf f  ）

2
2

2
2

1( ) 1 ( ) ( )
u v

u u v v
f x f f f f fz u v u vx x

y y x u y v y u y v y

            
        

         

2 2 21 1 1( ) ( )uu uv vu vvf f x x f f x
x x x

           4
2

1 2uu uv vvf xf x f
x

     （ f 具连续二阶偏导数 uv vuf f  ）

【练习 3-2】【求多元隐函数的导数】

10.设函数 ( , )z z x y 由方程 3ze z xy   所确定，则
z
x



= .

【答案】
1 z

y
e

11.设函数 z z x y ( , )由方程 x y z xyz3 3 3 3 1    所确定，则全微分d z = .

【答案】  1
2

2 2

z xy
yz x dx xz y dy


  ( ) ( )

12.函数 z z x y ( , ) 由方程 xyz a a ( 为非零常数）所确定，证明： xz yz zx y  2 .

证：令 axyzF  ，则 , ,x y zF yz F xz F xy   ，

x
x

z

F zz
F x

    ，
y

y
z

F zz
F y

    ， xz yz z z zx y     2

13.函数 z z x y ( , ) 由方程3 2 3 2 3cos( )x y z x y z     所确定，试证






z
x

z
y

  1.

证：        3 2 3 2 3 2 3sin( )(d d d ) d d dx y z x y z x y z

   
 

d
sin( ) d sin( ) d

sin( )
z

x y z x x y z y
x y z


       

  
1 3 2 3 2 1 3 2 3

31 3 2 3
，






z
x

z
y

 
1
3

2
3

, ，则






z
x

z
y

  1
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14.设函数 z z x y ( , )由方程1 2   x y z e z 所确定，求

 

2z
x y

.

【解析】：1 1
1

  


z e z z
ex

z
x x z, ， 2 2

1
  


z e z z

ey
z

y y z,


 

2

2 31
2

1
z

x y
e z
e

e
e

z
y
z

z

z 



 


( ) ( )

15.设 ( , )z z x y
z z ( x , y )

由方程 ( , ) 0 f y x yz 所确定，其中 f 具有二阶连续偏导数，求
2

2

z
x




2

2

z

x





.

解： 1 1

2 2

1
  

f fz
x yf y f




2 11 12 2 21 22 1

2 2
2

( ) ( )1     
 

z zf yf f f yf fz x x
x y f

 
  


2
11 12 1 22 1

2 3
2 2 2

2
   

f f f f f
yf yf yf

16.设函数 ( , )z f x y 由方程 ( , ) 0z zF x y
y x

   所确定，证明
z zx y z xy
x y
 

  
 

。

证：方法一：（应用隐函数存在定理公式）

设 ( , , ) ( , )z zG x y z F x y
y x

   ，令 ,z zu x v y
y x

   

则 2 21 ( )x u v u v
z zG F F F F
x x

          ； 2 2( ) 1y u v u v
z zG F F F F
y y

           ；

1 1 1 1
z u v u vG F F F F

y x y x
        

故
2 2

x u v

z u v

x G x yF zyFzx
x xG xF yF

  
   

  
；

2 2
y u v

z u v

y G xzF xy Fzy
y yG xF yF

   
   

  

2 2

( ) ( )

u v u v

u v

u v u v

u v

x yF zyF xzF xy Fz zx y
x y xF yF

z xF yF xy xF yF z xy
xF yF

       
 

   

     
  

 
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四、求空间曲线切线和法平面方程、求空间曲面的切平面和法线方程

一、空间曲线切线和法平面方程

1.曲线的参数方程为 ( ), ( ), ( )x x t y y t z z t   ，则曲线的切向量为 0 0 0{ ( ), ( ), ( )}T x t y t z t  


则切线方程
0 0 0

0 0 0( ) ( ) ( )
x x y y z z
x t y t z t
  

 
  

；法平面方程为 0 0 0 0 0 0( )( ) ( )( ) ( )( ) 0x t x x y t y y z t z z       

2. 曲线 L为
( )
( )

y y x
z z x


 
，则曲线的切向量为 0 0{1, ( ), ( )}T y x z x 


，则

切线方程
0 0 0

0 01 ( ) ( )
x x y y z z

y x z x
  

 
 

；法平面方程为 0 0 0 0 0 0( )( ) ( )( ) ( )( ) 0x t x x y t y y z t z z       

3. 曲线方程为
( , , ) 0
( , , ) 0

F x y z
G x y z


 

， ,F G具连续偏导数，则曲线在点 0 0 0 0( , , )M x y z 处

切向量为

00 0

{ , , }y z x yz x

y z z x x yMM M

F F F FF F
T

G G G G G G



，

二、空间曲面的切平面和法线方程

1.曲面方程为 ( , , ) 0F x y z  ，则曲面在点 0 0 0 0( , , )M x y z 处法向量为

0 0 0 0 0 0 0 0 0{ ( , , ), ( , , ), ( , , )}x y zn F x y z F x y z F x y z


，

则切平面方程为 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0( , , )( ) ( , , )( ) ( , , )( ) 0x y zF x y z x x F x y z y y F x y z z z     

法线方程为
0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0( , , ) ( , , ) ( , , )x y z

x x y y z z
F x y z F x y z F x y z

  
 

2.曲面方程为 ( , )z f x y 则曲面在点 0 0 0( , )P x y 处的法向量为 0 0 0 0{ ( , ), ( , ),1}x yn f x y f x y  


切平面方程为： 0 0 0 0 0 0 0( , )( ) ( , )( ) ( ) 0x yf x y x x f x y y y z z      或 0 0 0 0 0 0 0( , )( ) ( , )( )x yf x y x x f x y y y z z    

（上式表明函数 ( , )z f x y 在点 0 0( , )x y 处的全微分，在几何上表示曲面 ( , )z f x y 在点 0 0( , )x y 处的切平面上

点的竖坐标的增量。）

法线方程为
0 0 0

0 0 0 0( , ) ( , ) 1x y

x x y y z z
f x y f x y

  
 


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4.【求空间曲线切线和法平面方程、求空间曲面的切平面和法线方程】

【例 4-1】1.曲线 x t y t z t  2 4sin , cos , 在点 ( , , )2 0
2


处的法平面方程是（ C ）.

(A)2 4
2

x z  


(B) 2
2

4x z  


(C)4
2

y z  


(D) 4
2

y z 


2.曲线
x y
z x y

2 2

2 2

5 
 





在点 ( , , )1 2 3 处的切线方程为（ C ）.

(A)
x y z





1

2
2

1
3

8
(B)
x y z









1
2

2
1

3
8

(C)
8

3
1
2

2
1 






 zyx

(D)
x y z






1

2
2

1
3

8

【例 4-2】3.曲面 x xy xz y z3 2 22 11    在点(3,1,2)处的法线方程是（ A ）.

(A)
11

2
2
1

21
3 






 zyx

(B)
x y z





3

21
1

2
2

11

(C)
x y z





18

21
3

2
13

11
(D)

x y z









3
21

1
2

2
11

4.曲面 z x y 2 32 2
在点 ( , , )1 2 14 处的切平面方程为（ D ）.

(A)4 12 14x y z   (B)4 12 42x y z   (C)4 12 42x y z   (D) 4 12 14x y z  

【练习 4-1】【求空间曲线的切线和法平面方程】

5.曲线
2 3, ,x t y t z t    的所有切线中,与平面 2 4x y z   平行的切线（ B ）.

(A) 只有一条 (B) 只有两条 (C) 至少有三条 (D) 不存在

6.曲线 x t y t z t  , ,4 2
在点 ( , , )4 8 16 处的法平面方程为（ B ）.

(A) x y z   8 132 (B) x y z  8 140 (C) x - y + 8z = 124 (D) x y z  8 116

7.曲线







2
0

222 zyx
zyx

在点 ( , , )0 1 1 处的法平面方程为（ C ）.

(A) x y z   0 (B) x y  0 (C)2 0x y z   (D) y z  0

8.曲线4 5x y y z , ,在点 ( , , )8 2 4 处的切线方程是（ A ）.

(A)
4

42
20

8 


 zyx
(B)
x y z

 
12

20
4

4
(C)
x y z

  
8

5
2 4

4
(D)

x y z
  

3
5

1
4

9.求曲线 x t t y t z t t    2 92 3, , 上的点，使曲线在该点处的切线垂直于平面2 3 1 0x y z    .

解：设所求的点对应于 t t 0，对应的切线方向向量  93,1,22 2
00  ttS

S平行于平面法向量  3,1,2 n ， 3
93

1
1

2
22 2

00








 tt

，解得： t0 2 ，所求点为 0,2, 10 .
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10.求曲线







3
1

2 zyx
zyx

上的点，使曲线在该点的切线平行于平面2 3x y z   ，并写出曲线在该点的法平面

方程.

解：设所求点为 P x y z( , , )0 0 0 ，由








02
01

0 PP

PP

zyx
zy

，解得













2
1

2
1

0

0

xz

xy

P

P

对应的切线方向向量 S x x   







1 1
2

1
20 0, , ， S垂直于平面法向量  1,1,2 n

022 0  xnS ，解得： x0 1 ，所求点为 ( , , )11 1 ，

法平面方程为2 1 3 1 1 0( ) ( ) ( )x y z      或2 3 2 0x y z   

【练习 4-2】【求空间曲面的切平面和法线方程】

11.求圆锥曲面 x y z2 2 22 0   在点 ( , , )1 11 处的切平面和法线方程.

解：切平面方程4 1 2 1
2

5
2

0( ) ( ) ( )x y z      ; 法线方程
x y

z





 

1
4

1
2

2
5
2

12.求旋转抛物面 z x y 2 22 2
在点 ( , , )1 1

2
5
2

处的切平面和法线方程.

解：切平面方程 ( ) ( ) ( )x y z     1 1 2 1 0; 法线方程 x y z
 








1 1
1

1
2

13.在曲面3 5 302 2 2x y z   上求一点，使曲面在该点处的切平面平行于平面3 2 4x y z   ，并写出此切平

面方程.

解：曲面上点 ( , , )x y z 处的切平面法向量  zyxn 2,10,6 ，

n平行于平面的法向量  1,2,31 n ，
6
3

10
2

2
1

x y z






代入曲面方程，得 x y z   
5
2

1 5
2

, ,  ，点
5
2

1 5
2

, , 




和 





5
2

1 5
2

, ,

切平面方程3 5
2

2 1 5
2

0x y z




   




( ) 和3 5

2
2 1 5

2
0x y z




   




( )

或 3 2 12 0x y z    和3 2 12 0x y z   

14.求曲面 x y z2 2 2 6 0    垂直于直线
x y z

  



3
2

1 2
3

的切平面方程.

解：曲面上点 ( , , )x y z 处的切平面法向量  zyxn 2,2,2 

n平行于直线的方向向量  3,1,2 S ,
2
2

2
1

2
3

x y z






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代入曲面方程，得 x y z    2 1 3, , ,点 ( , , )2 1 3 和 ( , , ) 2 1 3

切平面方程 0)3(3)1()2(2  zyx 和 0)3(3)1()2(2  zyx

或 0632  zyx 和2 3 6 0x y z   

15.在曲面 z xy 上求一点，使这点处的法线垂直于平面 3 9 0x y z    ，写出该法线的方程.

解： ,x yz y z x 

设该点为 0 0 0 0( , , )M x y z ，则曲面的在该点的法向量为 0 0{ , , 1}y x n

由题设可知 1n n ，其中 1 {1,3,1}n 为已知平面的法向量

 0 0 1 (1)
1 3 1
y x 

  ，又 0 0 0 (2)z x y

 0 0 03, 1, 3x y z     ，法线方程为
3 1 3

1 3 1
x y z  

  。

五、方向导数与梯度

5.【求方向导数与梯度】

【例 5-1】1.函数 z xy 2
在点（1，2）沿  a  11, 方向的方向导数是 .

【答案】
8
2

一、方向导数

1.定义：
0

( , ) ( , )limf f x x y y f x y
l  

     




2 定理 若 ( , )z f x y 在 ( , )P x y 处可微，则 cos cos   
 

  
f f f
l x y

.

3.计算：(1) cos cos   
 

  
f f f
l x y

;(2) cos cos cosf f f f
l x y z

     
  

   

二、梯度

1.(1) ( , ) { , }f f f ff x y i j
x y x y
   

  
   

grad
 

(2) ( , , ) { , , }f f f f f ff x y z i j k
x y z x y z
     

   
     

grad
  

【注】梯度为一向量：其方向与取得最大方向导数的方向一致，它的模为方向导数的最大值.
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2.函数 z x y 2 在点（1，2）沿各方向的方向导数的最大值为（ C ）.

(A)3 (B) 0 (C) 5 (D) 2

【例 5-1】3.函数 2 22z x y  在点（1,1）处的梯度为（ A ）.

(A)4 2i j
 

 (B) 4 2i j
 

  (C) 4 2i j
 

 (D) 4 2i j
 

 

【练习 5】【求方向导数与梯度】

4. 函数 f x y e x yx( , ) sin( )  2 在点（0，

4
）处沿 y轴负向的方向导数是 .

【答案】0

5. 函数 z x y
 ln( )

2
在点（1，3）沿  a  1 1, 方向的方向导数是 .

【答案】
1

5 2

6.设函数
22u xy z  ，则 u 在点（2，-1,1）处方向导数最大值为（ A ）.

(A) 2 6 (B)4 (C) 2 (D) {-2，-4，-2}

7.函数 z x y 2 2
在（1,1）点沿  


l   1 1, 方向的方向导数为（ B ）.

(A) 最大 (B) 最小 (C)0 (D) 1

8.数量场
2 2 3u x y yz  在点（1,2,1）处的梯度为 .

【答案】{8,5,6}

8.
2 2 2 (1.2, 2) |Mu x y z M gradu    函数 在点 处的梯度 .

【答案】{2 4 4}， ，
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六、求多元函数的极值和最大值最小值

6.【求多元函数的极值】

【例 6-1】1.求
3 3( , ) 3f x y x y xy   的极值．

解 令

2

2

( , ) 3 3 0,
( , ) 3 3 0,

x

y

f x y x y
f x y y x

   
   

解之，得驻点 1 2(0,0), (1,1)P P ．又 6 , 3, 6 .xx xy yyf x f f y   

在点 1(0,0)P 处， 0, 3, 0.A B C    由于
2 9 0AC B    ，所以点 1(0,0)P 不是极值点．

在点 2 (1,1)P 处， 6, 3, 6.A B C    由于
2 27 0AC B   ，且 6 0A   ，故函数在点 2 (1,1)P 处取得极小值

(1,1) 1f   ．

一、无条件极值

1.（充分条件）函数 ( , )z f x y 在点 0 0( , )x y 处具有二阶连续偏导数，且 0 0 0 0( , ) 0, ( , ) 0x yf x y f x y  ，

令 0 0( , ) ,xxf x y A 0 0( , ) ,xyf x y B 0 0( , )yyf x y C ，则

（1）当
2 0AC B  时，函数在 0 0( , )x y 处有极值，且 0A  时有极小值， 0A  时有极大值。

（2）当
2 0AC B  时，函数在 0 0( , )x y 处没有极

（3）当
2 0AC B  时，不确定。

二、条件极值

求函数 ( , , )u f x y z 在条件 ( , , ) 0x y z  下的极值的方法：

方法一：化为无条件极值。即在方程 ( , , ) 0x y z  下解出 ( , )z z x y ，代入目标函数，按无条件极值计算。

方法二：拉格朗日乘子法。即作辅助函数 ( , , , ) ( , , ) ( , , )L x y z f x y z x y z  

由

( , , ) ( , , ) 0
( , , ) ( , , ) 0

( , , ) ( , , ) 0
( , , ) 0

x x x

y y y

z z z

L f x y z x y z
L f x y z x y z

L f x y z x y z
x y z







  
   


  
 

解出可能极值点 0 0 0( , , )x y z ，而后判断是否为所求。

注：若约束条件不止一个，可增加拉格朗日乘子。

如：函数 ( , , )u f x y z 在条件 ( , , ) 0x y z  ， ( , , ) 0x y z  下的极值，

则作辅助函数 ( , , , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )L x y z f x y z x y z x y z     
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【例 6-2】2.修建一座容积为 V，形状为长方体的厂房，已知屋顶每单位面积的造价是墙壁每单位面积造价

的两倍，地面造价不计，问如何设计，可使其造价最低？

解：设长方体的长、宽、高分别为 x y z, , ，墙壁每单位造价为 k，

则总造价为 C kxy kxz kyz  2 2 2 ，且 xyz V

令  L kxy kxz kyz xyz V    2 2 2  ，

由
















0
022
022
022

VxyzL
xykykxL
xzkzkxL
yzkzkyL

z

y

x







，得 x y z V   3

由于实际问题的最小值必定存在，因此当厂房的长、宽、高取相同值 V3 时，其造价最低。

【练习 6-1】【求多元函数的极值-无条件极值】

3. z x yx ( , )0 0 0 和 z x yy ( , )0 0 0 是函数 z z x y ( , ) 在点 ( , )x y0 0 处取得极大值或极小值的（ D ）.

(A)必要条件但非充分条件 (B)充分条件但非必要条件

(C)充要条件 (D)既非必要条件也非充分条件

4.求函数
2 2( , ) 4( )f x y x y x y    的极值.

解：解方程组
4 2 0
4 2 0

x

y

f x
f y

  
    

得驻点（2，-2）

又 2(2, 2) 2 0, (2, 2) 0, (2, 2) 2, 4 0xx xy yyA f B f C f AC B              

所以函数在点（2，-2）处取得极大值 (2, 2) 8f  

5.求函数
2 2( , ) ( 2 )xf x y e x y y   的极值.

解：解方程组

2 2

2

(2 2 4 1) 0
(2 2) 0

x
x

x
y

f e x y y
f e y

     
   

得驻点
1
2

（ ，-1）

又
2 21 1 1( ) 2 0, ( ) 0, ( ) 2 , 4 0

2 2 2xx xy yyA f e B f C f e AC B e         ，-1 ，-1 ，-1

所以函数在点（
1
2
，-1）处取得极小值

1( )
2 2

ef  ，-1

6.求函数
8( , ) ( 0, 0)xf x y y x y
x y

     的极值.

解：解方程组

2

2

8 1 0

1 0

x

y

f
x y
xf
y

    

    


得驻点 4（ ，2），
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又
21 1 3(4 ) 0, (4 ) , (4 ) 1, 0

4 4 16xx xy yyA f B f C f AC B          ，2 ，2 ，2

所以函数在点（4，2）处取得极小值 (4 ) 6f ，2

7．求由方程
2 2 2 2 2 4 10 0x y z x y z       确定的函数 ( , )z f x y 的极值。

解： 方法一：在方程两边同时对 x求偏导得
12 2 2 4 0

2
z z z xx z
x x x z
   

    
   

在方程两边同时对 y求偏导得:
12 2 2 4 0

2
z z z yy z
y y y z
   

     
   

解方程组

1 0
2

1 0
2

z x
x z
z y
y z

    
    
 

得 驻点 (1, 1) ，且 1, 1x y   时 2z   或 6z 

又
2 2 2 2

3 3 3

( 2) (1 ) (1 )(1 ) ( 2) (1 ); ;
( 2) ( 2) ( 2)xx xy yy

z x x y z yz z z
z z z

             
  

故 2z   时
21 1 1, 0, , 0

4 4 16
A B C AC B      ，又

1 0
4

A   ，故函数在点 (1, 1) 处取得极小值 2

6z  时
21 1 1, 0, , 0

4 4 16
A B C AC B        ，又

1 0
4

A    ，故函数在点 (1, 1) 处取得极小值6

方法二：（本题特殊性，可用配方法）

原方程可变为
2 2 2( 1) ( 1) ( 2) 16x y z      （以 (1, 1,2) 为中心， 4 为半径的球面）

故
2 22 16 ( 1) ( 1)z x y      ，

当 1, 1x y   时，
2 216 ( 1) ( 1)x y    取得极大值 4，故 2 4 6z    为极大值， 2 4 2z     为极小值。

【练习 6-2】【求多元函数的极值-拉格朗日乘数法】

8.造一容积为 V 形状为圆柱体的煤气罐，已知其顶部和侧壁每单位面积的造价分别是底部每单位面积造价的

2倍和 3 倍，问如何设计，方能使其造价最低？

解：设圆柱体的底圆半径为 r，高为h，底部每单位面积的造价为 k，则总造价

C k r k rh 3 62  ，且 r h V2  ，令 L k r k rh r h V   3 62 2   ( ) ，

由














0
06

0266

2

2

VhrL
rrkL

rhhkrkL

h

r








得 r h V
 


3

由于实际问题的最小值必定存在，因此当煤气罐的底圆半径与高都取为
V


3 时，其造价最低。
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9.利用拉格朗日乘数法，在曲面 x y z2 2 22 1   上求一点，使它到点 ( , , )11 0 的 距离最短，并求最短距离.

解：曲面 x y z2 2 22 1   上点 ( , , )x y z 到点 ( , , )11 0 的距离平方 d x y z2 2 2 21 1    ( ) ( )

令 L x y z x y z        ( ) ( ) ( )1 1 2 12 2 2 2 2 2

由

















012
042

02)1(2
02)1(2

222 zyxL
zzL

yyL
xxL

z

y

x







，得驻点M M M1 2 3
1
2

1
2

0 1
2

1
2

0 2 2 7
2

, , , , , , , ,





 














 且

     d M d M d M1 2 32 1 2 1 11
2

     ，

可知  d d Mmin   1 2 1，所以曲面上点 M1
1
2

1
2

0, ,




到点 ( , , )11 0 的距离最短，最短距离

为 2 1 。

10.在平面 xoy面上求一点，使它到 0, 0x y  及 2 16 0x y   三直线的距离平方和最小。

解：设 ( , )x y 为 xoy面上一点，则此点到 0x  的距离为 | |y ，到 0y  的距离为 | |x ，到 2 16 0x y   的距

离为
| 2 16 |

5
x y 

，故目标函数为
2 2 21 ( 2 16)

5
z x y x y    

由

22 ( 2 16) 0
5
42 ( 2 16) 0
5

z x x y
x
z y x y
y

     
     


得唯一驻点
8 16( , )
5 5

，由问题的实际意义，可知
8 16( , )
5 5

为所求。

11.将分成三个正数的和，使它们的正弦值之和取最大值.

解：本题求u x y z  sin sin sin 在条件 x y z x y z     , , ,0 0 0 下的极大值。

令 L x y z x y z      sin sin sin ( ) 

由
















0
0cos
0cos
0cos






 zyxL
zF
yL
xL

z

y

x

得驻点
  
3 3 3

, ,




，且 u   

3 3 3
3 3

2
, ,






由于连续函数u在平面 x y z   位于第一卦限内部分的边界上取值为零，故最大值在第一卦限内取得，所

以max , ,u u 





  
3 3 3

。因此应把 分成三个相等的正数，这时它们的正弦值之和取最大值。
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七、几个概念的关系

7.【多元函数微分学的几个关系】

【例 7】1.函数 z f x y ( , ) 在点 ( , )x y0 0 处具有偏导数是它在该点存在全微分的（ A ）.

(A)必要而非充分条件 (B)充分而非必要条件 (C)充分必要条件 (D)既非充分又非必要条件

【练习 7】【多元函数微分学的几个关系】

2.函数 z f x y ( , ) 在点 ( , )x y0 0 处连续是它在该点偏导数存在的（ D ）.

(A)必要而非充分条件 (B)充分而非必要条件 (C)充分必要条件 (D)既非充分又非必要条件

3.函数 z f x y ( , ) 在点 ( , )x y 处的二阶偏导数 f x yxy ( , ) 及 f x yyx ( , ) 都存在，则 f x yxy ( , ) 及 ( , )yxf x y 在点

( , )x y 处连续是 f fxy yx 的（ A ）.

(A)充分而非必要条件 (B)必要而非充分条件 (C)充分必要条件 (D)既非充分又非必要条件

4. z x yx ( , )0 0 0 和 z x yy ( , )0 0 0 是函数 z z x y ( , ) 在点 ( , )x y0 0 处取得极大值或极小值的（ D ）.

(A)必要条件但非充分条件 (B)充分条件但非必要条件 (C)充要条件 (D)既非必要条件也非充分条件

5.设函数 ),( yxf 在 ( , )x y 不连续，则在点 ( , )x y 处（ B ）.

(A)偏导数一定不存在 (B)全微分一定不存在 (C)至少有一个方向的方向导数不存在 (D) 以上皆不对

6.设二元函数 0 0 0 0( , ), ( , ), ( , )x yz f x y f x y f x y  且 存在，则（ C ）.

(A) ( , )f x y 在 0 0( , )x y 一定连续 (B) ( , )f x y 在 0 0( , )x y 一定不连续

(C) 0( , )f x x 在 0x 连续, 0( , )f x y 在 0y 连续 (D) ( , )f x y 在 0 0( , )x y 可微

7.设二元函数 ( , )z f x y 在点 0 0( , )x y 的全微分存在，则（ A ）.

(A) ( , )f x y 在 0 0( , )x y 连续 (B) ( , )f x y 在 0 0( , )x y 不一定连续

(C) ( , )xf x y 在 0 0( , )x y 连续 (D) ( , )yf x y 在 0 0( , )x y 连续


