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第七章 微分方程
一、判断微分方程的阶数或通解独立常数的个数

【知识 1】1.微分方程的阶：微分方程中出现的未知函数最高阶导数的阶数.

2.通解： n阶微分方程的含有 n个相互独立的任意常数的解.

【例 1】(1)微分方程 043)( 2  xyyx 的阶数是 （ C ） .

(A) 4 阶 (B) 3 阶 (C) 1 阶 (D)2 阶

（2）是微分方程的解并且独立的常数个数与 相等的为方程的通解.

答： 方程的阶数

【练习 1】

1.微分方程 05))(sin( 2''  xyyxyy 是（ A ）微分方程.

(A)一阶 (B)二阶

(C)可分离变量的 (D)一阶线性

2.微分方程 xxyyy sin)()( 42'3''  的阶数为 ( B ).

(A)1 (B) 2 (C)3 (D) 4

3.微分方程 0)"()( 43'2'  xyyyy 的阶数为 ( B ).

(A)1 (B) 2 (C)3 (D)4

二、求可分离变量的微分方程的解

【知识 2】可分离变量的微分方程

形如 dxxfdy
yg

)(
)(

1
 ，两边积分 dxxfdy

yg
)(

)(
1

  .

【例 2】求 1 + 2� ��� + 1 + �2 �� = 0 的通解.

解
���

1+�2 =− ��
1+2�

， 1 + �2 1 + 2� = �

【练习 2】

1.解微分方程 0, 0
2'  


x

yx yey .

解： 2y xe dy e dx ,两边积分： 2y xe dy e dx  , 21
2

y xe e C 

即 21ln( )
2

xy e C  ,将条件 0| 0xy   代入上式得
1
2

C 

故所求的解为 21 1ln( )
2 2

xy e 

2.求微分方程 ln ln 0y xdx x ydy  的通解.
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解：分离变量得
ln lnx ydx dy
x y



两边积分，得    2 2ln lnx y C  为方程的通解

3.求微分方程初值问题
( )1

11

  




 

e yy e
y

x x

x

的解.

解： y y e
e

x
x

xd d
1

1
2

12y e Cx  ln( )

由初始条件求得：C e  
1
2

1ln( )

故原初始问题的解为

1
2

1 1
2

12y e ex    





ln( ) ln( )

三、求齐次方程的解

【知识 3】齐次方程

形如 






x
y

dx
dy  ，解法：换元解法：令

x
yu ， 即 uxy  ，则

dx
duxu

dx
dy



【例 3】求微分方程 (ln ln ) 0x x y dy ydx   的通解.

解：将方程化为 ln 0y ydy dx
x x

 

令 u
x
y
 ，则 , dy duy ux u x

dx dx
   。

于是，原方程变为
ln

(ln 1)
u dxdu

u u x
 



两边积分，得 ln ln(ln 1) ln lnu u x C    

用
x
yu  代入上式，得通解为 (ln 1)yy C

x
 

【练习 3】

1.求方程 2 2dyxy x y
dx

  满足初始条件 2
x e

y e

 的特解.

解：将方程化为
dy x y
dx y x

  ，

令 u
x
y
 ，则 , dy duy ux u x

dx dx
  
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原方程化为
dxudu
x



两边积分，得 2 22ln , ) 2 lny yu x C u x C
x x

    代回 得(

代入初始条件可解得 C=2 于是所求特解为 2) 2(ln 1)y x
x

 (

2.求微分方程 (1 ln ln )yy y x
x

    的通解.

解： 令 u
x
y
 ，则 , dy duy ux u x

dx dx
  

于是，原方程变为 (1 ln )duu x u u
dx

   ， 即 lndux u u
dx



分离变量得
ln
du dx
u u x



两边积分，得 ln ln ln lnu x C  即 1 1( )x Cu C e C e 

用
x
yu  代入上式，得通解为 1

xy C xe

3.求方程 22 yx
xy

dx
dy


 满足初始条件 10 xy 的特解.

解 原方程可写成 2

1 









x
y
x
y

dx
dy

，

，令 u
x
y
 ，则 , dy duy ux u x

dx dx
   .

于是，原方程变为 21 u
u

dx
duxu


 .

分离变量，得
x
dxdu

u
u


 21

，

两边积分，得 12 lnln
2
1 cxu
u

 ，

即
22

1
uceux


 .

用
x
yu  代入上式，得通解为

2

22 0
x
yy ce



 

由初始条件 10 xy ，得 1c 。因此，原方程的特解为 0
2

2

2 


y
x

ey
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四、求一阶线性非齐次微分方程的解

【知识 4】一阶线性非齐次微分方程 )()( xQyxP
dx
dy 

其通解为（常数变易公式）： ])([ )()( CdxexQey dxxPdxxP  

【例 4】求
2

y2 xxexy  的通解.

解：方程是一阶线性微分方程

则
2 22 2[ ] [ ]       

xdx xdxx xy e xe e dx C e xdx C

2
2

( )
2

x xe C 

【练习 4】

1.求微分方程 ln ( ln ) 0x xdy y x dx   满足 1



x e
y 的特解.

解：将方程改写为
1 1
ln

dy y
dx x x x

  是一阶线性微分方程

则
1 1

2ln ln1 1 1[ ] [ ln ]
ln 2

dx dx
x x x xy e e dx C x C

x x
    

代入初始条件，得
1
2

C 

故所求特解为 21 1 1 1 1[ ln ] (ln )
ln 2 2 2 ln

y x x
x x

   

2.求一曲线的方程，这曲线通过原点，并且它在点 ),( yx 处的切线斜率等于 yx 32  .

解：






0)0(
32'

y
yxy

xyy 23'  是一阶线性方程，

通解  


][ cdxqeey
pdxpdx

＝   
]2[

33
cdxxee

dxdx
＝   ]2[ 33 cdxxee xx

＝ ]
9
22

3
1[ 333 cexee xxx  

由 0)0( y ，求得
9
2

c ，曲线方程为 xexy 3

9
2

9
2

3
2



3.设连续函数 )(xy 满足方程 xx
edttyxy  0 )()( ，求 )(xy 。

解：方程两边关于 x求导，得 xexyxy  )()( ，为一阶线性非齐次微分方程。

利用公式得通解为

)()( CdxeCdxeeey xdxxdx
 

 )( Cxe x  。

由 1
0


x
y ，得 1C ，
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故所求曲线的方程为 )1(  xey x 。

五、判断一阶微分方程的类型

【知识 5】

1.可分离变量型 )()( ygxf
dx
dy

 ； 2.齐次微分方程形如 






x
y

dx
dy 

3.一阶线性微分方程 )()( xQyxP
dx
dy  4.伯努利方程 nyxQyxP

dx
dy )()(  (n0,1)

【例 5】方程 0)ln(  xdydxxy 是（ C ）.

(A)可分离变量的微分方程 (B)齐次方程

(C)一阶非齐次线性微分方程 (D)一阶齐次线性微分方程

【练习 5】

1. 2 2( ) 0y dx x xy dy   的方程类型是（A ）.

(A)齐次方程 (B)一阶线性微分方程

(C)可分离变量的微分方程 (D)全微分方程

2.微分方程 0)()(   dyeedxee yyxxyx 为（ D ）.

(A)齐次方程 (B)伯努利方程

(C)一阶线性非齐次方程 (D)可分离变量的微分方程

3.下列方程中，是一阶线性微分方程的为（ C ）.

(A) 0'2)'( 2  xyyyx (B) 0'2  xyyxy

(C) 2' 3xy x y x   (D) 0)()67(  dyyxdxyx

六、求可降解的高阶微分方程的解

【知识 6】可降阶型

1. )()( xfy n  型;

2. ),( yxfy  型, 解法：设 )(xpy  ,方程化为 ),( pxfp  ;

3. ),( yyfy  型, 解法：设 )(ypy  ，
dy
dppy  ,方程化为 ),( pyf

dy
dpp  .

【例 6】(1)设 xy sin''  ，则 y =_________________.

答. 1 2sin C Cy x x   

（2）微分方程 xy y    0满足条件   y y( ) , ( )1 1 1 1
2
的解是（ B ）.

(A) y x
 

2

4
1
4

(B) y x


2

2
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(C) y x 2 1
2

(D) y x  2 1
2

（3）微分方程    y yy2 03 满足条件    y y( ) , ( )0 1 0 1的解是（ C ）.

(A)
y x
3

3
1
3

  (B)
x y
3

3
1  (C)

y x
3

3
1
3

   (D)
x y
3

3
1  

【练习 6】

1.求 y x  的经过点 M（0,1）且在此点与直线 1
2
xy   相切的积分曲线为 .

解：由 y x  得
2

12
xy C   ，（3分）

由 1
1 1(0)
2 2

y C  得 所以，
2 1
2 2
xy   ，

从而
3

2
1

6 2
xy x C   又有 y(0)=1,可得 2 1C 

故所求积分曲线为
3 1 1
6 2
xy x  

2.求微分方程 2(1 ) 2x y xy  满足初始条件 (0) 1, (0) 3y y  的特解.

解 设 y p  ,则 y p  ,代入方程,得 2(1 ) 2x p xp  。

分离变量,得 2

2
1

dp x dx
p x



，

两边积分,得 2
1ln ln(1 ) lnp x c   。

整理之,得 2
1(1 )p c x  。

再以 y代换 p ,得 2
1(1 )y c x   。

两边积分,得通解为
3

2
1 2 1 2(1 ) ( )

3
xy c x dx c c x c      。

代入初始条件,得 1 23, 1c c  .故所求方程的特解为 3 3 1y x x   .

3.求 2 1 0y y   的积分曲线方程,使积分曲线通过点
1(0, )
2

,且在该点出的斜率为 2.

解: 依题意,有

2

0 0

1 0
1 , 2
2x x

y y

y y
 

  



 

.
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令 , dpp y y p
dy

  则 ,原方程化为 2 2dpy p y
dy

 

解得
2

1
1

2
p C

y
  ,代入初始条件,解得 1 0C 

故
2

dy y
dx

 ,解得
3
2

2
2 2
3
y x C 

代入初始条件,解得
3
2

2
2 1( )
3 2

C 

所求曲线方程为 3 21 1(3 )
2 2

y x 

七、线性方程的解的结构

【知识 7】

1.二阶线性齐次微分方程 0)()(  yxqyxpy ①

(1)若 1y 和 2y 是齐次①的两个解，则 2211 yCyCy  也是齐次①的解.

(2)若 1y 和 2y 是齐次①的两个线性无关的特解，则齐次①的通解为 2211 yCyCy  .

2.二阶线性非齐次微分方程  0)()()()(  xfxfyxqyxpy ②

(1)若 1y 和 2y 是非齐次②的两个解，则 21 yy  其相应齐次①的解.

(2)若Y是齐次①的通解， y 是齐次②的特解，则非齐次②的通解为 *yYy  .

【例 7】设 21 , yy 是二阶常系数齐次线性微分方程 0 qyypy 的两个解，则下列说法不正确

的是( C ).

(A) 21 yy  是此方程的一个解

(B) 21 yy  是此方程的一个解

(C) 2211 ycyc  是此方程的通解 ( 21 ,cc 为任意常数)

(D)若 21 , yy 线性无关，则 2211 ycyc  是此方程的通解( 21 ,cc 为任意常数)

【练习 7】

1.若 1 2 3, ,y y y 是二阶非齐次线性微分方程      1 2y p x y p x y f x    的线性无关的特解，

1 2,C C 为任意常数，则该方程的通解是（A）

A．    1 1 3 2 2 3 1C y y C y y y    B．    1 1 2 2 2 3C y y C y y  

C． 1 1 2 2 3C y C y y  D． 1 1 2 2 2 3C y C y y y  

2.若 1 2 3, ,x x xy e y e y x e    是二阶非齐次线性微分方程      1 2y p x y p x y f x    的解，
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1 2,C C 为任意常数，则该方程的通解是（D）

A． 1 2
x xy C e C e x   B．  1 2

x xy C x e C e x   

C．  1 2
x x xy C x e C e e    D．  1 2

x x xy C x C e e e   

3.设方程 )()()( xfyxqyxpy  的三个解为 xx eyeyxy 2
321 ,,  ，求此方程满足初始条件

3)0(,1)0(  yy 的解(D)

A. xx eey 22 B. xx eey 22 C. xx eey 22 D. xx eey 22

八、求二阶常系数齐次微分方程的解

【知识 8】二阶常系数齐次线性微分方程 0 qyypy

解法

列出特征方程： 02  qprr ，求得特征根 21 , rr

不等实根 21 , rr 通解 xrxr eCeCy 21
21 

相等实根 21 rr  通解 xrxr xeCeCy 11 21 

一对共轭复根  i 通解 )sincos( 21 xCxCey x  

【例 8】(1)微分方程�'' − 2�' − 3� = 0 的通解为 .
答案：� = �1�−� + �2�3�

(2)在下列微分方程中，其通解为 xCxCy sincos 21  的是 （ C ）.

(A) 0'''  yy (B) 0'''  yy (C) 0''  yy (D) 0''  yy

(3)若方程     y py qy p q0 ( , 均为实常数）有特解 y e y ex x
1 2  , ，则 p等于，

q等于 .

答. p q  0 1

【练习 8】

1.求微分方程 y 2y 2y 0    的一条积分曲线，使其在点(0,1)处有水平切线.

解：方程的通解为

y e C x C xx ( cos sin )1 2
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由已知得初始条件 y y( ) , ( )0 1 0 0   ，代入上式得

C C1 21 1  ,

故所求积分曲线得方程为

y e x xx (cos sin )

2.试建立一个二阶常系数齐次线性微分方程,已知其特征方程的一个特征根为 1 3 2r i 
,并求出

该方程的通解.

解: 易知,特征方程的另一个根为 2 3 2r i 

因此特征方程为
2 6 13 0r r  

对应的常系数齐次线性微分方程为 6 13 0y y y   

通解为
3

1 2( cos 2 sin 2 )xy e C x C x 

3.求微分方程的 (4) 2 2 0   y y y 的通解.

解 微分方程的特征方程为 4 3 22 2 0  r r r .

易知，其特征根为 1 2 3,40, 1   r r r i .

于是,微分方程的通解为

1 2 3 4( cos sin )   xy c c x e c x c x .

九、求二阶常系数非齐次微分方程的解

【知识 9】

二阶常系

数非齐次

线性微分

方程

形如 )(xfqyypy 

x
m exPxf )()(  特解为 x

m
k exQxy )(*  ， k按  不是特征根,是单

根，是重根，分别取 0，1，2。

xxPexf m
x  cos)(()( 

)sin)( xxPn 

特解 *y xxQex l
xk  cos)(( )sin)( xxRl  ，其中 k

按  i 不是特征根 ,是特征根分别取 0 ， 1；

},max{ nml  。

【例 8】(1)已知 72 2  xy 是微分方程 32" 2  xyy 的一个特解，则其通解为（ A ）.

(A) 72sincos 2
21  xxcxcx (B) 72 2

21   xececx xx
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(C) 72 2
21   xeccx x

(D)   72 2
21  xexccx x

(2)微分方程 xxeyyy 2'" 44  的特解形式为（ C ）.

(A)
xeBAx 2)(  (B)

xeBAxx 2)(  (C)
xeBAxx 22 )(  (D)

xeAx 23

(3)若 )(xf 是方程 xy
dx
yd 2sin42

2

 的一个特解，则方程的通解为（ D ）.

(A)
xx eCeCy 2

2
2

1  
(B) )(2

2
2

1 xfeCeCy xx  

(C) xCxCy 2sin2cos 21  (D) )(2sin2cos 21 xfxCxCy 

【练习 9】

1.求微分方程 26 3 1     y y y x x 的一个特解.

解 该方程所对应的线性齐次微分方程为 6 0y y y    。

其特征方程为
2 6 0r r  

其特征根为 1 3r 
, 2 2r 

由于 0  不是特征方程的根,所以应设特解为
* 2

0 1 2( )my xQ x b x b x b   

于是有
*

0 12y b x b  
，

*
02y b 

将
* * *, ,y y y 

代入所给方程,得
2 2

0 0 1 0 1 22 2 6( ) 3 1b b x b b x b x b x x       

比较两边 x同次幂的系数,得

0

0 1

0 1 2

6 3,
2 6 1,

2 6 1.

b
b b

b b b

 
   
   

解之,得
0 1 2

1 1, 0,
2 3

b b b
   

.

于是,所求的一个特解为

* 21 1
2 3

y x
 

2.求微分方程 25 6 3    xy y y xe 的一个通解.

解 该方程所对应的线性齐次微分方程为 5 6 0   y y y

其特征方程为
2 5 6 0r r   。

不难求出其特征根为 1 2r , 2 3r .

于是,该方程所对应的齐次微分方程的通解为 2 3
1 2 x xY c e c e 。
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由于 2  是特征方程的单根,所以应设特解为 * 2
0 1( )  xy x b x b e

求出 *y 的一阶、二阶导数为 * 2 2
0 0 1 1(2 2 2 )     xy b x b x b x b e

* 2 2
0 0 1 0 1(4 6 4 2 4 ) xy b x b x b x b b e     

并将 * * *, , y y y 代入所给方程，整理之，得

0 0 12 2 ) 3b x b b x   

比较两边 x同次幂的系数,得
0

0 1

2 3,
2 0.
 

  

b
b b

解之,得 0 1
3 , 3
2


  b b .

于是,所求的一个特解为 * 23( 3)
2


  xy x x e

从而所给方程的通解为 2 3 2 2
1 2

3( 3 )
2

   x x xy c e c e x x e

3.求方程 ,4 xxeyy  1,0 00   xx yy 的特解 .

解：微分方程的特征方程为 012 r ， 其根为 1,1 21  rr ，

故对应的齐次方程的通解为
xx eCeCY  21 。

因为 1,4)(  xxexf 是特征方程的单根，

故原方程的特解设为 )(* BAxxey x  ，

代入原方程得
xx xeBAAxe 4)224(  ，比较系数得 1,1  BA ，

从而 )1(*  xxey x
。

因此原方程的通解为 )1(21   xxeeCeCy xxx
。

由 1,0 00   xx yy ，得







11
0

21

21
CC
CC

，解之得 11 C  12 C 。

综上满足初始条件的特解为 )1(   xxeeey xxx
。


