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第四章 不定积分

一、原函数和不定积分概念与性质

【知识 1】 1. ( ) ( )F x f x  或 ( ) ( )dF x f x dx ，则称 ( )F x 为 ( )f x 的一个原函数.

2. ( )f x 的全部原函数称为 ( )f x 在区间 I 上的不定积分，记为 ( ) ( )f x dx F x C  .

3.性质：

1)① ( ) ( )d f x dx f x
dx

    或 ( ) ( )d f x dx f x dx    ；

② ( ) ( )F x dx F x C   或 ( ) ( )dF x F x C  ；

2) [ ( ) ( )] ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx        ， ,  为非零常数.

【例 1】(1)若 ).()(,0,)()(   dttfabatxCxFdxxf 则且 D

(A) ( )F x C (B) ( )F at b C  (C)
1 ( )F at b C
a

  (D) ( )F t C

(2)设� = �
��

� �� �� + �
�� 3

4 �(�)� �� + �' �� ��存在，则� = ( D )

A、0 B、�(�) C、2� � D、2� � + �
(3)下列等式成立的是（ A ）

（A）   )()( xfdxxf
dx
d

（B）  )()( xfdxxf （C）   )()( xfdxxfd （D）  )()( xfxdf

【练习 1】

1.(1)若 cexdxxf x  22)( ，则 )(xf （ C ）

（A） xxe22 （B） xex 222 （C） )1(2 2 xxe x  （D） xxe2

(2)如果等式  


Cxxf xx
11

ede)( ，则 )(xf （ B ）

（A）
x
1

 （B） 2

1
x

 （C）
x
1

（D） 2

1
x

2.(1)设�(�)在( − ∞, + ∞)连续，则� � �� �� =( C )

A、�(�) B、� � + � C、�(�)�� D、�'(�)��

(2)设 ( )F x 是 ( )f x 的一个原函数，则结论( D )成立.

(A) ( ) ( ) ( )
b

a
F x dx f b f a  (B) ( ( )) ( )d f x F x C 

(C) ( ( ) ) ( )f x dx F x  (D) ( ( )) ( )d F x F x C 
(3)  xxfx d)( （ A ）
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（A） cxfxfx  )()( （B） cxfx  )( （C） cxfx  )(
2
1 2

（D） cxfx  )()1(

3.(1)设 2

1( )
1

f x
x




，则 ( )f x 的一个原函数是( D ).

(A) arcsin x (B) arctan x (C)
1 1ln
2 1

x
x




(D)
1 1ln
2 1

x
x




(2)若 )(xf 的一个原函数是
x
1
，则  )(xf （ D ）

（A） xln （B）
x
1

（C） 2

1
x

 （D） 3

2
x

(3) )(xf 的一个原函数为 xln ，则 ).()(  xf C

(A)
1
x

(B) lnx x x C  (C) 2

1
x

 (D) xe

++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++

二、不定积分的积分法

【知识点 1】第一换元法—凑微分

【例 1】(1)计算不定积分 ����� ������

解 ����� ������ = ����� ����� = 1
2
sin2 � + �

(2)求
22xxe dx .

解
2 2 22 2 2 21 1( 2 )

4 4
x x xxe dx e d x e c         .

(3)求
(1 2ln )
dx

x x .

解
ln 1 (1 2ln ) 1 ln(1 2ln )

(1 2ln ) 1 2ln 2 1 2ln 2
dx d x d x x c

x x x x


    
     .

【练习 2】

1.(1)求 10(2 5)x dx .

解 10 10 111 1(2 5) (2 5) (2 5) (2 5)
2 22

x dx x d x x c       

(2) x
x
x d)1( 2


 .

解 x
x
x d)1( 2


 = )d(1)1(2 2 xx  .)(1

3
2 3 Cx 

2.(1) � sin 2 − �2� d�
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解原式 =−
1
2

sin 2 − �2� d 2 − �2 =
1
2

��� 2 − �2 + �

(2)求
22 3

x dx
x

 .

解
22 3

x dx
x

 = cxxd
x




  22

2
32

3
1)32(

32
1

6
1 .

(3)求
2

2 1
1
x dx
x



 .

解

2

2 1
1
x dx
x



 = 





dx

x
dx

x
x

22 1
1

1
2 = xxd

x
arcsin)1(

1
1 2

2



  = cxx  arcsin12 2 .

3.(1)求 2

1 ln
( ln )

x dx
x x


 .

解 2 2

1 ln 1 1( ln )
( ln ) ( ln ) ln

x dx d x x c
x x x x x x


     .

(2)求
sin cos

dx
x x .

解
2

2

1 sec 1 tan ln tan
sin cos cos tan tan tan

dx xdx dx d x x c
x x x x x x

        .

(3)求 t t

dt
e e .

解 2 2

1 arctan
1 ( ) 1

t
t t

t t t t

dt e dt de e c
e e e e    
     .

【知识点 2】第二换元法—根式代换、三角代换等

【例 2】(1)求
1

2
dx

x x .

解 2
1 12 2

22
2

tdxt x dt dt
t tx x t

 
 

   2ln 2t c   2ln 2 2x c  

(2) 
 .d42

x
x
x

求

解 2sec , 2sec tan      x t dx t t dt  令
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


 dt
t

ttt
sec2

tansec2tan2  原式

  dttdtt  )1(sec2 tan2 22

Ctt  2tan2

C
x

x 
2arccos242

(3)求 6(2 5)x x dx .

解 令 tx  52 ，即
2

5

tx ， dtdx

2
1

 ，于是

6(2 5)x x dx = dttt )5(
4
1 67  =

ctt  78

28
5

32
1 = cxx  78 )52(

28
5)52(

32
1 .

【练习 2】

1.(1) .d
1

1 x
x
x

 


求

解 21 , 1 , 2x u x u dx udu     令 　　

  


 duuudu
u
u )2(2)2()1(1 2

2

原式

  duudu 224

324
3

   u u c

324 1 (1 ) .
3

     x x c

(2) 


dx
xxx

x
)( 3

3
;

解 dt
tt

dtt
ttt

ttx
dx

xxx
x )

1
11(66

)()(
5

236

26

3

3











令

C
x
xC

t
t








66 )1(

ln
1

ln6 .

(3) .d
ln

ln1 x
xx
x




求

解
11 ln x t dx 2tdt
x

  令 　



高等数学（上） 第四章 不定积分-单元总结

第 5 页 共 11 页

c
t
tt

t
dtt

dt
t
tdt

t
tt






















1
1ln2

1
22

1
2

1
2

2

2

2

2

　　

　　

原式

.
1ln1
1ln1lnln12 c

x
xx 





2.(1)求
21 1

dx
x 

 .

解
2 2

cos 1 1sin
1 cos 1 cos1 1 2cos

2

dx tx t dt dt dt t dttt tx
    

  
    

2
sin sin2sec tan

2 2 2 1 coscos
2

t
t t t tt d t c t c t ct t

          


(2)求
2 3( 1)
dx
x 

 .

解 设 tan ( ),
2 2

x t t 
    则有 2 3 3 2( 1) sec , secx t dx tdt   ，

2

32 3

sec tancos sin tan cos
sec sec( 1)

dx tdt ttdt t c t t c c
t tx

       


  

2 2

tan
1 tan 1

t xc c
t x

   
 

.

(3) .
1

d
23
xx

x
求

解 sec , sec tanx t dx t tdt  令 　　

2
3 2

sec tan cos
sec tan sec
1 sin cos

2 2

t t dtdt t
t t t

t t t c


  



  

  原式

　　

.
2

11arccos
2
1

2

2

c
x
x

x





3.(1) .
)1(

d
210 xx

x
求
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解 10 9u x 10x dx du 设 　　

du
uuuuu

du
 
















 22 )1(
1

1
11

10
1

)1(10
1

原式

 1 1(ln u ln(u 1) ) c
10 u 1

    


10

10 10

1 x 1 1ln c.
10 10x 1 x 1

 
      

(2) .d2 x
ee

e
xx

x

 
求

解 ,
( 1)

x
x x

x x

e dx e u e dx du
e e

  
原式 令 　　

du 1 1( )du
u(u 1) u 1 u

  
  

ln u 1 ln u c   

x

x

e 1ln c.
e


 

(3)求 .d1 2 xee xx 

解 sinxe t令 ，则 cosxe dx tdt ，

2 1 cos 2cos
2

ttdt dt
  原式

1 1t sin2t c
2 4

  

.1
2
1arcsin

2
1 2 ceee xxx 

(4) .d
ln1

ln x
xx

x
 

求

解
1ln x t dx dt
x

 设 　　

 



 dt

t
tdt

t
t )

1
11(

1
原式

13
2 2

2 (1 t) 2(1 t) c
3

    

2 ( 2 ln x) 1 ln x c.
3

    
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【知识点 3】分部积分法

【例 3】(1)  .d3cos xxx求

解 x xdx xd xcos (sin )3 1
3

3     
1
3

3 3x x xdxsin sin   
1
3

3 1
9

3x x x csin cos .

(2)  .dln xxx求

解   )
2

(ln.ln
2xxdxdxx    

x x x
x
dx

2 2

2 2
1ln    

x x x c
2 2

2 4
ln .

(3)求  .darctan xx

解 dx
x
xxxxdx  

 21
arctanarctan  


x x d x
x

arctan ( )1
2

1
1

2

2    x x x carctan ln( ) .1
2

1 2

(4)求 cosxe xdx .

解 cos ( ) cos (cos )   x x xI xd e e x e d x

cos sin = cos sin cos    x x x x xe x e xdx e x e x e xdx

.)sin(cos
2
1cos Cxxedxe xx 

【练习 3】

1.(1)  .dsin xxx求

解 x xdx xd xsin cos      x x xdxcos cos    x x x ccos sin .

(2) .d  xxe x求

解    )( xx exddxxe    )( dxexe xx     xe e cx x .

(3)求 2 xx e dx .

解 2 2 2 2( ) ( )x x x xx e dx x d e x e e d x      2 2x xx e xe dx 

= 2 2( 1)x xx e x e C    2( 2 2) xx x e C  

2.(1)  .darctan xxx求

解 dx
x

xxxxxdxdxx  
 2

222

1
1

2
arctan

2
)

2
(arctanarctan
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dx
x

xxx
 


 2

22

1
11

2
1arctan

2

.arctan
2
1

2
1arctan

2

2

cxxxx


(2) .dln1
2 x
x

x



求

解 c
x

x
xx

dx
x

x
xxx

xddx
x

dx
x

x





1ln111ln11)1(ln1ln1
222

(3) .dln x
x
x

求

dx
x

xx

dx
x

xxx

xxddx
x
x













12ln2

12ln2

)2(lnln

.4ln2 cxxx 

(4) 求 arcsin xdx .

解 取 arcsin ,u x dv dx  ，则

arcsin arcsin (arcsin )xdx x x xd x   

2
arcsin

1
xx x dx
x

 




1
2 221arcsin (1 ) (1 )

2
x x x d x


   

2arcsin 1x x x C   .

3.  .dsin xxe x求

解   )(cossincossin)(sinsin xxxxxx exdexxdxeexexdxdxe

x x xsinx e e cosx e ( sinx)dx    
xe (sinx cosx) c.
2

   原式
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【知识点 4】有理函数积分

【例 4】(1) .d
65
95

2

2

x
xx
xx

 


求

2

2

x 5x 9 3: dx (1 )dx
(x 3)(x 2)x 5x 6

 
 

   解 　

1 dxdx 3 dx 3
x 3 x 2

  
   

x 3ln x 3 3ln x 2 c     

x 3x 3ln c.
x 2


  


(2)求
1

( 1)( 2)
dx

x x  .

解
1 1 1 1( )

( 1)( 2) 3 2 1
dx dx

x x x x
 

    

1 1 1[ ( 2) ( 1)]
3 2 1

d x d x
x x

   
  

1 1 2(ln 2 ln 1) ln
3 3 1

xx x c c
x


      


.

(3)  
.

)3)(2(
d

22 xx
x

求

解   )3)(2( 22 xx
dx

2 2

1 1 1dx dx
5 x 2 x 3
 

     

.
3

arctan
35

1
2
2ln

22
1

5
1 cx

x
x







【练习 4】

1.(1) dx
x
x

 3

3
;

解 dx
x

xxxdx
x

xdx
x
x

 







 3

27)93)(3(
3

2727
3

233

 
 dx

x
dxxx

3
127)93( 2

Cxxxx  |3|ln279
2
3

3
1 23 .
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(2)  
 dx
xx

xx
3

45 8 ;

解  




 dx

xx
xxdxxxdx

xx
xx

3

2
2

3

45 8)1(8

 



 dx

x
dx

x
dx
x

xxx
1

3
1

48
2
1

3
1 23

Cxxxxxx  |1|ln3|1|ln4||ln8
2
1

3
1 23 .

(3)求 6( 4)
dx

x x  .

解
6

6 7 6 6

1 4
( 4) (1 4 ) 24 1 4
dx dx d x

x x x x x



   
    

61 ln(1 4 )
24
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