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第三章 微分中值定理与导数的应用
一、求极限

【知识 1】1.洛必达法、等价替换、变限积分

2.拉格朗日中值定理、泰勒公式、定积分定义

【例 1】洛必达法
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【练习 1】
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二、导数的应用

【知识 1】求函数的单调区间及其证题

【例 1】（1）确定　 的单调区间y x
x



2

1 2 .

解：函数的定义域 ，( )   ， 22 )1(
)1)(1(2

x
xxy




　 ，令 得    y x x0 1 11 2,

x ( , ) 1 －1 (－1,1) 1 ( , )1 

y/ － 0 + 0 －

y ↓ ↑ ↓

   
 上单调增，　　在

上单调减，及，函数在

11
11





(2)已知� > � > �，证明�� > ��.

证明：令� � = ���
�

(� > e),�' � = 1−���
�2 < 0，所以� � 单调递减

当时� > � > �，有� � > � � ，即，
���
�

> ���
�
，所以�� > ��

【练习 1】
1.设在[0, 1]上 f (x)0, 则 f (0), f (1), f(1)f(0)或 f(0)f(1)几个数的大小顺序为( ).

(A)f (1)f (0)f(1)f(0); (B)f (1)f(1)f(0)f (0);
(C)f(1)f(0)f (1)f (0); (D)f (1)f(0)f(1)f (0).
解 选择 B .
提示: 因为 f (x)0, 所以 f (x)在[0, 1]上单调增加, 从而 f (1)f (x)f (0).
又由拉格朗日中值定理, 有 f(1)f(0)f (), [0, 1], 所以

f (1) f(1)f(0)f (0).

2.
2ln xy
x

求函数　 的单调区间

解： )ln2(ln),0( 2 x
x
xy  　　定义域　

2
21   ,  1    exx 解得驻点
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x 1) , 0( 1 ) , 1( 2e 2e ) , ( 2 e

y' － 0 ＋ 0 －

y

   
 2

2

,1
,,1,0

e
e

　　　单调增区间是

故函数单调减区间是 

【知识 2】求函数的凹凸区间及拐点

【例 2】(1)求函数 yln(x21)的拐点及凹或凸的区间

解
1

2
2


x
xy  2222

2

)1(
)1)(1(2

)1(
22)1(2







x
xx

x
xxxy  令 y0 得 x11 x21

列表得

可见曲线在( 1]和[1 )内是凸的 在[1 1]内是凹的 拐点为(1 ln2)和(1 ln2)

（2）问 a、b为何值时 点(1 3)为曲线 yax3bx2的拐点？

解 y3ax22bx y6ax2b 要使(1 3)成为曲线 yax3bx2的拐点

必须 y(1)3 且 y(1)0 即 ab3且 6a 2b0

解此方程组得
2
3a 

2
9b 

【练习 2】

1. 　　　，则如果续导数的某邻域内具有三阶连在设 )(0)(,0)()(,)( 0000  xfxfxfxxfy C

　　　　

不是拐点不是极值点　是拐点不是极值点　

不一定是拐点，是极值点　不是拐点，是极值点　

))((,)())((,)(
))((,)())((,)(

000000

000000

xfxxDxfxxC
xfxxBxfxxA

2.求函数 yx35x23x5 的拐点及凹或凸的区间

解 y3x210x3 y6x10 令 y0 得
3
5x 

因为当
3
5x 时 y0 当

3
5x 时 y0

所以曲线在 ]
3
5 ,( 内是凸的 在 ) ,

3
5[  内是凹的 拐点为 )

27
20 ,

3
5( 

3. 试决定曲线 yax3bx2cxd 中的 a、b、c、d 使得 x2处曲线有水平切线 (1 10)为拐点 且

x ( 1) 1 (1 1) 1 (1 )

y  0  0 

y 
ln2

拐点


ln2

拐点

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点(2 44)在曲线上

解 y3ax22bxc y6ax2b  依条件有














0)1(
0)2(

10)1(
44)2(

y
y
y
y

 即














026
0412

10
44248

ba
cba
dcba

dcba



解之得 a1 b3 c24 d16

【知识 3】求函数的极值与最值

【例 3】(1) 2 2y x ln x 求函数 的极值

解：

( 0) (0 )  函数的定义域 ，及 ，

2(x 1)(x 1)y
x

  

y 0 x 1 x 1 x 0 ,y     令　 得： ， ，而 时 不存在

x ( , ) 1 －1 (－1,0) 0 (0,1) 1 ( , )1 
y’ － 0 + x － 0 +
y ↓ ↑ ↓ ↑

x 1
y( ) 1
 
 

故函数在 处取得极小值

　　　　

(2)试问 a为何值时 函数 xxaxf 3sin
3
1sin)(  在

3


x 处取得极值？它是极大值还是极小值？并求此极值

解 f (x)acos xcos 3x f (x)asin x3 sin x

要使函数 f(x)在
3


x 处取得极值 必有 0)
3

(  f  即 01
2
1

a  a2 

当a2时 0
2
32)

3
(  f  因此 当 a2时 函数 f (x)在

3


x 处取得极值 而且取得极大值 极大值为

3)
2
3( f 

(3)某地区防空洞的截面拟建成矩形加半圆(如图) 截面的面积为 5m2 问底宽 x 为多少时才能使截面的周长

最小 从而使建造时所用的材料最省？

解 设矩形高为 h  截面的周长 S 则 5)
2

(
2
1 2  xxh  x

x
h

8
5 
  于是

x
xxxhxS 10

42
2 

 (

400  x )

2
10

4
1

x
S 




令 S 0 得唯一驻点



4
40x 
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因为 020
3 
x

S  所以



4
40x 为极小值点 同时也是最小值点

因此底宽为



4
40x 时所用的材料最省

【练习 3】

或不存在　　　且　

　　　　　　　　　

　　处必有在处连续且取得极大值则在点函数

0)()(0)(0)()(
0)()(0)()(

)D()()(.1

000

00

00






xfDxfxfC
xfBxfA

xxfxxxfy

之值求

相切处与直线且在点处取得极值在函数

,,,
,)1(2)0,1(,1.2 23

cba
xyxcbxaxxy 

解： baxxy  23 2

10)1(
522)1(

320)1(






cbay
bay
bay

　　即　　　　　　　

　即　　　　　　　

　即　　　由已知：

1 7a b 4 c
2 2

     解得 ， ，

3(1) 要造一圆柱形油罐 体积为 V 问底半径 r和高 h等于多少时 才能使表面积最小？这时底直径与高的比

是多少？

解 由 Vr2h 得 hV1r2 于是油罐表面积为

S2r22rh
r
Vr 22 2   (0x)

2
24
r
VrS   

令 S 0 得驻点 3
2
Vr 

因为 044 3 
r
VS   所以 S在驻点 3

2
Vr 处取得极小值 也就是最小值 这时相应的高为 r

r
Vh 2
 2

0






底直径与高的比为 2r  h1  1

(2)求数列 }{n n 的最大项.

解 令 xx xxxf
1

)(  (x0), 则

x
x

xf ln1)(ln  ,

)ln1(1ln11)(
)(

1
222 x
x

x
xx

xf
xf

 ,
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)ln1()(
21

xxxf x 


.

令 f (x)0, 得唯一驻点 xe .
因为当 0xe时, f (x)0; 当 xe 时, f (x)0, 所以唯一驻点 xe 为最大值点.

因此所求最大项为 33 3}3 ,2max{  .

【考点 4】求曲线的渐近线

【例 4】 3 2 3y 6x x 求曲线 的渐近线

解：

 xxxxy
x
xx

x
y

xxy

xx

xx














3 32

3 32

3 32

6lim)(lim

16limlim

,6 无铅直渐近线　处处连续

2
3
16

1

161
lim

3
1









 




x

x
x

　　　　

y x 2 所求渐近线为　

【练习 4】

1. 2 32y(x 1) x 求曲线 的渐近线

解：

































2)1(2
lim)

2
1(lim

2
1

)1(2
limlim

1
)1(2

lim

)1(2

2

3

2

2

2

3

1

2

3

x
x
xxyb

x
x

x
ya

x
x
x
x
xy

xx

xx

x

是所求的一铅直渐近线　

1
)1(2

)2(lim 2

233







 x
xxxx

x
　　

1y x 1
2

 故　 是所求的一斜渐近线

【考点 5】求曲率

【例 5】求抛物线 y=x24x+3 在其顶点处的曲率及曲率半径
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解 y2x4 y2
令 y0 得顶点的横坐标为 x2

y|x20 y|x22
所求曲率为

2
)01(
|2|

)1(
||

2/322/32 








y
yK 

曲率半径为

2
11


K

 

【练习 5】
1.求椭圆 4x2+y2=4 在点(0 2)处的曲率

解 两边对 x 求导数得

8x2yy0
y
xy 4

 
2
44
y

yxyy


 

y|(0 2)0 y|(0 2)2
所求曲率为

2
)01(
|2|

)1(
||

2/322/32 









y
yK 

2 求曲线 xa cos3t ya sin 3t 在 tt0处的曲率

解 t
xa
tay tan

)cos(
)sin(

3

3





 

ttaxa
xy 43 cossin3

1
)cos(

)tan(






 

所求曲率为

|2sin|3
2|

cossin3
1|

)tan1(

|
cossin3

1|

)1(
||

32/32

4

2/32 tattat
tta

y
yK 







 

|2sin|3
2

00 ta
K

tt





++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++

三、微分中值定理

 

.)(,)1,0(:

,1)1(,1)0(,)1,0(,1,0)(1

 



ef
e

ffxf

使内至少存在一点在求证

且可导在上连续在】设【例

证明 　令: ( ) ( ) .F x f x e x  

 

 

使则至少存在

的条件

上满足罗尔定理在即

因　　且

内可导在上连续在则

),1,0(

1,0)(

)1)1(,1)0((,0)1()0(

)1,0(,1,0)(







xF
e

ffFF

xF

 F ( ) . 0
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而

即在 内至少存在 使

    F x f x e x( ) ( )
( , ) ,0 1 

   f e( ) . 

【练习 1】

1.设� � = �，在 1,4 上使得拉格朗日中值定理成立的点� = .9
4

  )  B  (,0)(,)(.2 则下列不等式正确的是且上有二阶导数，在设  xfbaxf

)()()()()()()()()()(
)()()()()()()()()()(
bfafbfafDafbfafbfC
afafbfbfBafbfafbfA




　　

　　

3.设�(�)在 1,2 上存在二阶连续导数，�+
' 1 > 0, � 1 = � 2 = 0,证明：必存在� ∈ 1,2 ,使

�'' � < 0

证明：由�+
' 1 > 0,则存在� ∈ 1,2 , � � > �(1),由拉格朗日中值定理

存在�1 ∈ 1, � ,使�' �1 = � � −�(1)
�−1

> 0,存在�2 ∈ �, 2 ,使�' �2 = � � −�(2)
�−2

< 0,

再由拉格朗日中值定理存在� ∈ �1, �2 ,使�'' � = �' �1 −�' �2
�1−�2

< 0.

.0)(),,(:

).(,)(lim)(lim,),()(.4




 

 fba

AAxfxfbaxf
bxax

使至少存在一点试证

为有限值且内可导在有限区间设函数

证明

　　令
　　　　 时

　　　　　　 和 时

:

( )
( ),

F x
f x a x b
A x a x b


 

 





 则 在 连续 在 内可导

且

且

F x a b a b

F x f x x a b
F a F b A

( ) , , ( , ) ,

( ) ( ), ( , )
( ) ( )
   

 

 即 在 上满足罗尔定理的条件F x a b( ) , ,

则至少存在 使 ( , )a b

    F F f( ) , ( ) ( )  0 而

即   f a b( ) , ( , ). 0

 
.0)()2,1(,0)2()1(

,)2,1(,2,1)(),()1()(.5




 Fff
xfxfxxF

使试证明存在

且内二阶可导在具有一阶连续导数在其中设
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 

 
).0)2((0)2()1(

,)2,1(,2,1)(
,)2,1(

,2,1)(:

 fFF
xF

xf

因　　　　因

内二阶可导在具有一阶连续导数在则

内二阶可导　　在

具有一阶连续导数在因证明

 则 在 上满足罗尔定理条件F x( ) ,1 2 ,则至少存在 使 1 11 2 0  ( , ) ( )F

0)1(,0)1(
)()1()()(





Ff
xfxxfxF

则而

又

 F x( ) ,在 上满足罗尔定理条件1 1 ,则至少存在 使     ( , ) ( , ) ( )1 1 2 01 F

.0)()2,1(  F使即存在

6.若函数 f(x)在  30 , xx 上具有三阶导数 且        3210 xfxfxfxf  

其中 3210 xxxx  证明 在  31 , xx 内至少有一点 ，使得   0 f .

 

上满足罗尔定理的条件分别在则

　　　且

上具有三阶导数在因证明

],[],,[],,[)(
)()()()()(

,,)(:

322110

32210

30

xxxxxxxf
xfxfxfxfxf

xxxf


则至少存在 使 　   1 0 1 2 1 2 3 2 3 0 12 3     ( , ), ( , ), ( , ), ( ) ( , , )x x x x x x f ii

0)()(),,(
),(,],[],,[)(

21211

3212132





cfcfc
cxf

使

则至少存在上满足罗尔定理的条件分别在又




   又 在 上满足罗尔定理的条件则至少存在 使    f x c c c c x x f( ) [ , ] , , , , ( ) .1 2 1 2 0 3 0 

.2)(,)1,0(:
1)1(,1)1()0(,]1,0[)(.7




cfc
fffxf

使内存在点在证明

上二阶可导在设

证明 令: ( ) ( )F x f x x  2

)1)1()0((1
01

)0()1()()1,0(

,]1,0[)(





 ffFFF

xF

因使

则至少存在利用拉格朗日中值定理上二阶可导在　则



又 且 　　即       F x f x x f F( ) ( ) ( ) ( )' 2 1 1 1 1

而 在 上满足罗尔定理条件则至少存在 使 F x c( ) [ , ] ( , )0 1 1

   F c f c( ) ( )0 2　　即

四、泰勒公式

【例 1】(1) .12cos)( 阶的麦克劳林展开式的带拉格朗日型余项的试写出  kxxf
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解：
k

2 4 2k
2k 1

1 1 ( 1)cosx 1 x x x R (x)
2 4! (2k)! 


     

k 1
2k 2

2k 1

( 1)R (x) cos x , 0 x
(2k 2)!







   


介于 与 之间

(2)  .
3
1)31ln()( 表示式不要求写出余项的具体阶麦克劳林展开式的写出 nxxxf 





 

解 )(3)1(
4

3
3
3

2
93)31ln(

1
4

4
3

3
2 xRx

n
xxxxx n

n
nn









【练习 1】

1. .
1

1)( 阶麦克劳林展开式的带拉格朗日型余项的试写出 n
x

xf




解： 2 3 n n
nf(x ) 1 x x x ( 1) x R (x )       

n 1
n 1

n n 2

( 1)R (x) x , 0 x
(1 )







 

 
介于 与 之间

2. ).20(,11)( 0  xnx
x

xf 阶泰勒展开式的处的带拉格朗日型余项在点求

解：

2

2 3 3

n n 1
(n ) (n 1)

n 1 n 2

1 1 ( 1)( 2) ( 1) 2!f(x ) , f (x ) , f (x )
x x x x
( 1) n1 ( 1) (n 1)!f (x ) , f (x )
x x




 

       

  
 

n 1
n n (n 1)

n 2

f(1) 1, f (1) 1, f (1) 2!, f (1) 3!
( 1) (n 1)!f (1) ( 1) n! f ( )






       

 
   


　　　

2 3 n n
n

1 1 (x 1) (x 1) (x 1) ( 1) (x 1) R (x)
x
           

n 1
n 1

n n 2

( 1)R (x) x 1 x






 


　　　 ，　 介于 与 之间

3. ).(,)( 带拉格朗日型余项阶麦克劳林展开式的求 nxexf x

解：

x x (n ) x

(n )

f(x ) xe , f (x ) (x 1)e , f (x ) (x n)e

f(0) 0 f (0) 1 f (0) 2 f (0) n

    

    


， ， ，

(n 1) xf (x ) (x n 1)e   
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x 2 3 n
n

1 1xe x x x x R (x)
2! (n 1)!

     




n 1
n

( n 1)eR (x) x 0 x
(n 1)!


  

 


， 介于 与 之间


