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第二章 导数与微分
一、导数的概念与应用

【知识 1】1.导数的定义 0 0
0 0

( ) ( )( ) lim
x

f x x f xf x
x 

   


，或
0

0
0

0

( ) ( )( ) lim
x x

f x f xf x
x x

 


；

导函数定义
0

( ) ( )( ) lim
 

   
x

f x x f xf x
x

;

2.左右导数
0

0
0

0

( ) ( )( ) lim




 
x x

f x f xf x
x x

；
0

0
0

0

( ) ( )( ) lim




 
x x

f x f xf x
x x

;

3.导数的几何意义的应用-求切线方程  0 0 0( ) ( )  y f x f x x x .

【例 1】(1)设  f x 为可导，且有
   

0

1 1
lim 1

2x

f f x
x

 
  ，则曲线  y f x 在 1x  处的斜率为（B）

A.2 B.-2 C.1 D.-1

(2)设 ( ) ( 1)( 2) ( 99)( 100)f x x x x x x     ，则 (0)f  （B）

A．100 B．100! C． 100 D． 100!

(3)曲线� = ����在点
�
3

, 1
2
处的切线方程为 .� − 1

2
=− 3

2
� − �

3

【练习 1】

1.(1)设 xxxf sin)2()(  ，则 )(xf 在 0x 处( A )

A. 2)0( f B. 0)0( f C. 1)0( f D.不可导

(2)设 1
2cos1
)(lim

0


 x
xxf

x
，其中 0)0( f ，则  )0(f ( C )

A.0 B.1 C. 2 D.4

(3) siny x 在 0x  处（A）

A.连续但不可导 B.可导但不连续 C连续且可导 D.既不可导又不连续

2.(1)
2 1x s in x 0

f( x ) f ( x )x
0 x 0


  

 

， ，
已知 求 ．

　　　， ，

解：

2

x 0 x 0

1x sinf(x) f(0) xf(0) 0 f (0) lim lim 0
x x 

   ，
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1 12x sin cos x 0
f (x) x x

0 x 0


   

 

，

　　，　　　　

（2） 3

sin x x 0
f(x ) f (x )xx x 0

6


  

 

，

设　 求 ．
，

解：
x 0 0

sin x 0f(0) 0 f (0) lim 1
x  

  　 ，

3

x 0 0

xx 0
6f (0) lim 1
x

f (0) 1

  

 
  

 　　

2

cos x x 0
f (x) 11 x x 0

2


  

 

，

，

（3） ．　及、求
，

　　，

设　 )0()()0()0(,0
1

00
)(

1














  xxfffx

e

x
x

xf
x

解：
x
e

x

x
fxfff

x

xx

1

0000

1lim)0()(lim)0(0)0( 


， 1
1

1lim 100





 xx e
　　

0
1

1lim)0()(lim)0( 10000









xxx ex

fxff

1
x

1 2x

11 e (1 )
xf (x ) (x 0)

(1 e )

 
  


　　

3. 处可导．在
，，

，　，
的值，使求　 0

0
0

)(,
2









 x
xbax
xe

xfba
x

解： lim ( ) lim ( ) ( )
x x

f x f x f b
  

  
0 0

0 1得

lim ( ) ( ) lim
x x

f x f
x

ax
x

a
  


 

0 0

0 , lim ( ) ( ) lim
x x

xf x f
x

e
x  







0 0

20 1 2

   a b f x x2 1 0， ，时 在 处可导( )
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二、函数的求导

【知识 2】1.求导的四则运算、复合函数求导法、反函数求导法

2.求高阶导数

3.求隐函数的导数

4.参数方程求导法

【例 1】求导的四则运算、复合函数求导法、反函数求导法

(1)设　 ．求 ．　y x x
x x

y  


 
ln cos1

1 3


解：   





y
x

x
x x

1
2

1 1
12 2

ln
( )

(2)设� = tan � + �2 ，则�� = .sec2 � + �2 1 + 2� ��

(3) ．求反函数的导数，设　 )(,1000
100

yxx
x

xy 




解：
2

100 xy 0 0 x 100
2 x(x 100)

    


，

22 x (x 100)x (y ) 0 x 100
100 x

   


　　

【练习 1】

1. ．．求设　 yexxxxy x  arctansec2lntan 2

解： 2 x 2 x 2 xtanxy sec x lnx 2x 2 secx x 2 ln2secx x 2 secx tanx
x

             　

2. ．求设　 yxxy x  ,1)2ln(2 23

解：
2

3
3

1
2)2ln(2ln23

x
x

x
xy

x
x




3. ．求反函数的导数，设　 )(,013 2 yxxxey x 

解： x

2

3xy e 0, x 0
3x 1

    


2

x 2

3x 1x (y) x 0
e 3x 1 3x

  
 

　

【例 2】求高阶导数

(1) 2y ln(x 1 x ) y   设　 ，求 ．

解：
222 1

1)
1

1(
1
1

xx
x

xx
y









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2
32

2
3

2

)1(
2)1(

2
1

x

xxxy





(2) y f(ln x) f(x) , y设　 ， 二阶可导 求 ．

解： 1)(ln  xxfy

 )(ln)(ln1)(ln)(ln 2
22 xfxf

x
xxfxxfy   　

(3) 3 ( 10 )y x sin x y设　 　，求 ．

解：

((10) 3 2 9 10 9 10 9 8 7y x sin(x 5 ) 30x (x ) 6xsin(x 4 ) 6sin(x )
2 2! 3! 2
   

           +

3 2x sinx 30x cosx 270xsinx 720sinx    　　

(4)
 

．试求二阶可导，其中设　 )(,)()()()1(lim)( 2

2

0
xxf

t
xftxfex

tx

t
 




解： 22
2

2

0
)()()(1lim)( 


 








xfx

t
xftxf

t
ex
tx

t

 )()()( 2 xfxxfx  

【练习 2】

1. 2 x 2y e f( x ) f (u) , y 设　 ，其中 二阶可导 求 ．

解：  )()(22)()(2 2222222 xfxxfexxfexfey xxx  　

   
 )(2)()14()(22

)(2)()(22)()(4
22222

22222222

xfxxfxxfe
xfxxfxfxexfxxfey

x

xx





　

2. 2 x ( 10 )y x e y设　 ,求 ．

解： 2)(
!2
9102)(10)( )8()9()10(2)10( 


  xxx exeexy

)9020(9020 22   xxeexeex xxxx

3.
2

3t 0

sin tx f(x t ) f(x )
(x ) lim f(x ) , (x )

t

      设　 ，其中 二阶可导 求 ．

解： )(sin)(lim)( 2

2

0
xfx

t
tx

t
txfx

t







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)()()( xfxxfx 

【例 3】求隐函数的导数

(1) 求方程 xyexy 所确定的隐函数 y 的导数
dx
dy

解：方程两边求导数得

y xye xy(1y)
于是 (xexy)yexyy

yx

yx

ex
yey 




 

(2) .,
)4(

1)1(
2

3

y
ex
xxy x





 求设

解：等式两边取对数得 xxxxy  )4ln(2)1ln(
3
1)1ln(ln

求导得上式两边对 x 1
4

2
)1(3

1
1

1












xxxy

y

]1
4

2
)1(3

1
1

1[
)4(

1)1(
2

3













xxxex
xxy x

（3） .),0(sin yxxy x  求设

解：等式两边取对数得 xxy lnsinln 

x
xxxy

y
1sinlncos1
 )1sinln(cos

x
xxxyy  )sinln(cossin

x
xxxx x 

【练习 3】

1.若函数� = � � 由方程� − ������ = 1 确定,求
��
��
.

解 �' − ���'���� − ������ = 0， 1 − ������ �' = ������，�' = ������
1−������

（2）设曲面 C的方程为 xyyx 333  ，求过 C上的点 )
2
3,

2
3( 的切线方程，并说明曲面 C在该店

的法线方程通过原点.
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解：方程两边对 x求导 ''22 3333 xyyyyx  ，则 1
)

2
3
,

2
3
(

' y

所以切线方程为 03  yx 法线方程 xy  ，显然通过原点 .

2.(1) y
xx
xxy 



 ，求设

3 22

32

)12(1
23)1(

解：两边取对数

)12ln(
3
2)1ln(

2
1)23ln(

3
1)1ln(2ln 2  xxxxy

12
2

3
2

1
2

2
1

23
3

3
1

1
21

2 











xx
x

xx
y

y

3 22

32

2 )12(1
23)1()

12
2

3
2

1
2

2
1

23
3

3
1

1
2(
















xx
xx

xx
x

xx
y

(2) 设 x
x
xy )

1
(


 ，求
��
��
.

解 两边取对数得

ln yxln|x|xln|1x|，
两边求导得

x
xx

x
xxy

y 

1
1)1ln(1ln1 

于是 ]
1
1

1
[ln)

1
(

xx
x

x
xy x





 

3.(1)求由方程 0sin
2
1

 yyx 所确定的隐函数 y 的二阶导数.

解：在方程的两边分别对 x求导

0cos
2
11 ''  yyy ,

y
y

cos2
2'


 , 0cos

2
1))(sin(

2
10 ''2'''  yyyyy

y
yyy

cos2
)(sin 2'

''




 3

2

2

)cos2(
sin4

cos2
)cos2(

2sin

y
y

y
y

y












(2) 处的值在点求设 )1,0(,144 yyxyx 
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解： 求导得方程两边对x 044 33  yyyxyx

得代入 1,0  yx ;
4
1

1
0 




y
xy

求导得两边再对将方程 x)1( 04)(12212 3222  yyyyyxyx

.
16
1

1
0 




y
xy

【例 4】参数方程求导法

【例 4】 处的切线在求摆线
2)cos1(

)sin( 









t
tay
ttax

.方程

解：

dt
dx
dt
dy

dx
dy


taa

ta
cos

sin



t

t
cos1

sin


 ，

2
cos1

2
sin

2









tdx
dy

.),1
2
(,

2
ayaxt 


时当 所求切线方程为 )1

2
( 
axay

【练习 4】

1. .
sin
cos

3

3

表示的函数的二阶导数求由方程







tay
tax

解：

dt
dx
dt
dy

dx
dy


)sin(cos3

cossin3
2

2

tta
tta


 ttan

)(2

2

dx
dy

dx
d

dx
yd


)cos(
)tan(

3 



ta
t

tta
t
sincos3

sec
2

2





ta

t
sin3

sec4


2.设参数方程为







xarctty
tx
an
)1ln( 2

，求 2

2

dx
yd
．
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解：
22.

1
1
1
11

2

2 t

t
t

t
dx
dy








 ，
t
t

t
t

t
dx

yd
4

1

1
2
1.

2

2

2

'

2

2 












3.求参数方程







)()(

)(
tftfty

tfx
)(( tf  存在且不等为零）所确定函数的二阶导数 2

2

dx
yd

解：
)(
)(

tx
ty

dx
dy




 t
tf

tftfttf






)(

)()()(

dt
dx

dx
dy

dt
d

dx
dy

dx
d

dx
yd )(

)(2

2


)(

1
tf 



三、函数的微分

【例 5】(1)关于函数在点处连续、可导及可微三者的关系( B )

　　　　　　　

条件连续是可导的充分必要

件可微不是连续的充分条

条件可导是可微的充分必要

连续是可微的充分条件

)(
)(
)(
)(

D
C
B
A

(2)若函数  xf 有  
2
1

0  xf ，则当 0x 时，  xf 在点 0xx  处微分 yd 是（ B ）

　　　　　　

低阶的无穷小比

高阶的无穷小比

但不是等价的无穷小同阶的无穷小与

等价的无穷小与

xD
xC
xB
xA









)(
)(

,)(
)(

(3)设 )ln(
2xexy  ，求 yd .

解： ,21
2

2

x

x

ex
xey






.21
2

2

dx
ex
xedy
x

x






【练习 5】

1. 设 )()( xttfy  ， 都可微，则 yd =（A）

A. dttf )( B. dxx)( C. dtxtf )()(  D. dxtf )(
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2.(1)设 xey x cos31 ，求 yd .

解： )(cos)(cos 3131 xdeedxdy xx  

.sin)(cos,3)( 3131 xxee xx  

.)sincos3(31 dxxxe x  

(2)设 bxey ax sin ，求 yd .

解： )(sin)(cos axdebxbxbxdedy axax  

dxaebxbdxbxe axax )(sincos  

.)sincos( dxbxabxbe ax  

3. .0360cos 的近似值计算 o

解： ,cos)( xxf 设 )(,sin)( 为弧度xxxf 

,
360

,
30


 xx

.
2
3)

3
(,

2
1)

3
( 

 ff

)
3603

cos(0360cos 
 o

3603
sin

3
cos 


3602

3
2
1 

 .4924.0


