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第十二章 无穷级数

一、常数项级数概念与性质

1.【利用定义法求级数的和】

【例 1】1.判别级数
1

1 5
1

5 9
1

9 13






   的敛散性，若收敛则求级数的和.

解：级数部分和
1 1 1

1 5 5 9 (4 3)(4 1)nS n n
   

   


1 1 1 1 1 1 1 1(1 ) ( _ ) ( )
4 5 4 5 9 4 4 3 4 1n n

    
 

 1 1(1 )
4 4 1n

 


所以 lim
n nS


1
4
， 此即级数收敛，且其和为

1
4
.

1.若 ssnn



lim ，则



1n
nu 收敛.

2.1）. 


0n
nu ，



0n
nv 收敛  )(

0






n

nn vu 收敛,且 













000

 )(
n

n
n

n
n

nn vuvu

注：收敛+收敛=收敛；收敛+发散=发散；发散+发散不一定发散.

2）. 0k 则


0n
nku 与



0n
nu 同收同发

3）. 


1n
nu 加入有限项或去掉有限项,不改变级数的敛散性.

4）．


0n
nu 收敛 0lim 

 nn
u (收敛的必要条件)

注： 0lim 
 nn
u 



0n
nu 收敛

3.常用的结论：

1）等比级数（或几何级数）













 1 
-1

S1 
0 q

qaq
n

n

发散，
公比

首项
，收敛，

；

2）调和级数


1

1
n n

发散.
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2.判别级数
1

3 2
6

n n

n
n





 的敛散性；若收敛则求级数的和.

解：
1 1 1

1 1 1 1( )
2 3 2 3n n n n

n n n

  

  

     ，这是两个公比分别为 1 2
1 1,
2 3

q q  的几何级数之和，

1

1
2nn




 的和为 1

1
2 111

2

s  


，
1

1
3nn




 的和为 2

1
13

1 21
3

s  


，所以原级数收敛，和为 1 2s s s  = 3
2
.

【练习 1】利用定义法求级数的和

3.下列级数中不收敛的是（ A ）.

A. )11(ln
1 nn






B.


1 3
1

n
n C.



 1 )2(
1

n nn
D.







1 4
)1(3

n
n

nn

4.对级数
1

n
n
u




 ， 0lim nn

u


 是级数收敛的（ C ）条件.

A.充分 B.充分且必要 C.必要 D.既不充分也不必要

5.设级数
1

n
n

u
¥

=
å 收敛，其和为 2, 则

1

3(2 )
2n n

n

u
¥

=

-å 的和为 ( B ).

A. 0 B. 1 C. 2- D.+¥

6.下列命题中正确的是 （ A ）.

A.若
1

n
n
u




 收敛，

1
n

n
v




 发散，则  

1
n n

n
u v





 发散

B.若
1

n
n
u




 与

1
n

n
v




 都发散，则

1
n n

n
u v





 发散

C.若
1

n n
n
u v





 收敛，则
1

n
n
u




 ，

1
n

n
v




 均收敛

D.若数列{ }nu 有界，则
1

n
n
u




 收敛

7.判别级数
1

1
(2 1)(2 1)n n n



   的敛散性；若收敛则求级数的和.

解：该级数一般项
1 1 1 1( )

(2 1)(2 1) 2 2 1 2 1nu n n n n
  

   
，

所以原级数的前 n项和为
1 1 1 1 1 1 1[ ]
2 1 3 3 5 2 1 2 1nS n n

      
 

 = 1 1(1 )
2 2 1n




，

1 1 1lim lim (1 )
2 2 1 2nn n

S
n 

  


， 所以该级数收敛，和为
1
2
.

8.判定级数 2
1

8
5 6n n n



   的敛散性,若收敛求级数的和.

解： 2

8 1 18( )
5 6 2 3nu n n n n

  
   

，
1 1 1 1 1 18[( ) ( ) ( )]
3 4 4 5 2 3nS n n

      
 

 = 1 18( )
3 3n



，
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1 1 8lim lim8( )
3 3 3nn n

S
n 

  


，故级数收敛，且其和为
8
3
.

9.级数     






 21

1
432

1
321

1
nnn

的和= .

解： )
2

1
1

21(
2
1

)2)(1(
1










nnnnnn
un .

    
4
1   s  lim

)
2

1
1

1
2
1(

2
1 )

2
1

1
2

1
1

2
1

2
21(

2
1       

)
2

1
1

21(
2
1 )

5
1

4
2

3
1(

2
1)

4
1

3
2

2
1(

2
1 )

3
1

2
21(

2
1

nn
























s

nnnnn

nnn
sn 

\

10级数














1 )1(

1
2

3ln
n

n

n

nn
的和= .答：

2
2 ln 3

2.【判断级数的发散】

【例 2】11.判断级数





1

)11ln(
n n 的敛散性.

解：
3 4 1ln 2 ln ln ln
2 3n

ns
n


    
3 4 1ln(2 )
2 3

n
n


     ln( 1)n  ，




)1(limlim ns
nnn

，∴该级数发散.

12.判别级数
1
( )
1

n

n

n
n



  的敛散性.

解：该级数一般项 ( )
1

n
n

nu
n




，

1
1 1lim lim ( ) 0n

nn n

nu
n e



 

         
，

不满足级数收敛的必要条件，故该级数发散.

【练习 2】【判断级数的发散】

13.判别级数  
1

1
n

n n




  的敛散性.

解：该级数一般项 1nu n n   ， ( 1 1 1) ( 2 1 2) ( 1 )nS n n          = 1 1n 

lim lim 1 1nn n
S n

 
    ，故级数发散.

14.判定级数
1

1
1n n n



  
 的敛散性,若收敛求级数的和.

解：
1 1 1

1 1 ( 1 )
11n n n

n n n n
n nn n

  

  

 
   

  
   ，



高等数学（下） 第十二章 无穷级数

第 4 页 共 25 页

( 1 1 1) ( 2 1 2) ( 1 )nS n n          = 1 1n   ， lim lim 1 1nn n
S n

 
    ，故级

数发散.

15.判别级数
1
sin

2n

n


 的敛散性.

解：该级数一般项 sin
2n
nu 

 ， lim lim sin 0
2nn n

nu 
 

  ， 不满足级数收敛的必要条件，故该级

数发散.

二、正项级数及其审敛法

(一)正项级数概念

定义：正项级数


1n
nu （ nu 为常数， 0nu ）

定理：正项级数


1n
nu 收敛   .有界nS

正项级数敛散性判别法

1.比较判别法：

一般形式：若 )0(0  CCvu nn ，则 1) 


0n
nv 收敛



0n
nu 收敛.2) 



0n
nu 发散



0n
nv 发散.

极限形式：若 l
v
u

n

n

n



lim ，则

1)  l0 ,这两级数同时收敛同时发散;2) 0l ,


0n
nv 收敛



0n
nu 收敛.

3) l ,


0n
nv 发散



0n
nu 发散.

2.比值审敛法

若 


n

n

n u
u 1lim ,则 1) 1 ,级数收敛；2) 1 ,级数发散;3) 1 ,本法失效.

3.根植审敛法

若 

n

nn
ulim ,则 1) 1 ,级数收敛；2) 1 ,级数发散;3) 1 ,本法失效.

常用结论;

1）等比级数（或几何级数）













 1 
-1

S1 
0 q

qaq
n

n

发散，
公比

首项
，收敛，

；

2）调和级数


1

1
n n

发散.

3） p级数 1,1
1






p
nn
p 时收敛， 10  p 时发散.
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3.【利用正项级数敛散性的判别法判断级数的敛散性】

【例 3】1.判别级数
 1

1
2n

n
n n






 的敛散性.

解： 1
1 1 1

( 2) ( 1)( 2) 2n n
n nu u

n n n n n 

 
   

   
， 而级数

1

1 1 1 1
2 3 4 2n n n





    
   发散，

由比较审敛法，得级数


 


1 )2(
1

n nn
n

发散.

2.判别级数 6
1

6n

n n




 的敛散性.

解： 6

6n
nu n
 ，

1

1 6

6
( 1)

n

nu n



 


，
1 6 6

1
6 6

6 6lim lim lim 6 1
( 1) 6 ( 1)

n
n

nn n n
n

u n n
u n n




  
    

 
，

由比值审敛法可知，级数 6
1

6n

n n




 发散.

3.判别级数
2

1

1(1 )n
n n





 的敛散性.

解： 因为
21lim lim (1 ) nn n

nn n
u

n 
 

1 1lim(1 ) 1n

n n e
    ,故所给级数收敛.

【练习 3】正项级数判别法：充要条件、比较、比值、根值法

4.部分和数列 nS 有界是正项级数
1

n
n
u




 收敛的（ B ）条件.

A.充分 B.充分且必要 C.必要 D.既不充分也不必要

5.下列命题中正确的是（ A ）.

A. 若


1

2

n
nu 与



1

2

n
nv 都收敛，则 2

1
)( n

n
n vu 





收敛

B.若


1n
nnvu 收敛，则



1

2

n
nu 与



1

2

n
nv 都收敛

C.若正项级数


1n
nu 发散，则

n
un

1


D.若 ),3,2,1(  nvu nn ，且


1n
nu 发散，则



1n
nv 发散

6.设有以下命题：不正确的是（ C ）.
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A.若 1lim 1n

n
n

u
u



 ，则

1
n

n
u




 发散

B.若
1

n
n
u




 收敛，则 1000

1
n

n
u





 收敛

C.若级数
1

n
n
u




 收敛，且 ( 1, 2, )n nu v n   ，则级数

1
n

n
v




 也收敛

D.若
1
( )n n

n
u v





 收敛，则
1 1

,n n
n n
u v

 

 
  不一定都收敛

7.下列命题中正确的是（ D ）.

A.若 ),3,2,1(  nvu nn ，则 









11 n

n
n

n vu

B.若 ),3,2,1(  nvu nn ，且


1n
nv 收敛，则



1n
nu 收敛

C.若 1lim 


n

n

n v
u

，且


1n
nv 收敛，则



1n
nu 收敛

D.若 ),3,2,1(  nvuw nnn ，且


1n
nw 与



1n
nv 收敛，则



1n
nu 收敛

8.若级数


1n
nu ，



1n
nv 都发散，则（ C ）.

A.





1

)(
n

nn vu 发散 B. n
n

nvu


1
发散 C. 






1

)(
n

nn vu 发散 D.





1

22 )(
n

nn vu 发散

9.设正项级数


1n
nu 收敛，则（ D ）.

A. 极限
n

n

n u
u 1lim 


小于1 B. 极限

n

n

n u
u 1lim 


小于等于1

C. 若极限
n

n

n u
u 1lim 


存在，其值小于1 D. 若极限

n

n

n u
u 1lim 


存在，其值小于等于1

10. 


1n
nu 为正项级数，下列命题中错误的是( C ).

A.如果 1 1lim n

n n

u
u





  ，则


1n
nu 收敛 B.如果 11lim 




n

n

n u
u ，则



1n
nu 发散
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C.如果 11 

n

n

u
u

，则


1n
nu 收敛 D. 如果 11 

n

n

u
u

，则


1n
nu 发散

11.判别级数
2 32 2 2 ...

1 3 5
   的敛散性.

解： 因为 2
2 1

n

n nu 


，所以

1

1

2
2( 1) 1lim lim

2
2 1

n

n
nn n

n

u n
u

n





 

 



2 1lim 2 2 1
2 1n

n
n


   


，故所给级数发散.

12.判别级数
1
(1 cos )

n n




 的敛散性.

解： 因为当 n时，有
2 2

2
21 cos 2sin ~ 2

2 2 2n n n n
       

 
，而级数 2

1

1
n n




 为 2 1p   的 p-级数，

它收敛，所以级数
2

2
1 2n n



 也收敛. 故所给级数收敛.

13. 判别级数





1

!2
n

n

n

n
n
的敛散性.

解： 因为 n

n

n n
nu !2 

 ，所以
n

n

n

n

n

n

n

n
n

n
n
n

u
u

)11(

2
!2)1(

)!1(2
1

1
1










 


 ，从而 12lim 1 

 eu
u

n

n

n
，此级数收敛.

14. 判断级数 


 1 2)12(
1

n
nn

的敛散性.

解：∵ 1
1

1 (2 1)2lim lim
(2 1)2 1

n
n

nn n
n

u n
u n


 


 


1 2 1 1lim 1
2 2 1 2n

n
n


  


， ∴该级数收敛.

15.若


1

2

n
na 及



1

2

n
nb 收敛。证明下列级数也收敛：

（1） ;
1



n
nnba （2） ;)(

1

2





n

nn ba （3） .
1



n

n

n
a

解：(1) )(
2
1 22

nnnn baba  ， 





1n

nnba 收敛.

(2) 222 2)( nnnnnn bbaaba  ， 





1

2)(
n

nn ba 收敛.

(3) 在(1)中取
n

bn
1

 ，得


1n

n

n
a

收敛.
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(二)一般常数项级数

4.【判断级数绝对收敛、条件收敛】

【例 4】1.判断下面级数是绝对收敛还是条件收敛，并写出证明过程.










 432 24
1

23
1

22
1

2
1

解： 








 432 24
1

23
1

22
1

2
1  










1

1

2
11

n
n

n

n
，

由
 

n

n

n
n

n

n

n

n
U
U

2
1

21
1

limlim
1

1










   12
2

1
lim 




 n

n

n n
n 1

2
1
 ，所以级数  










1

1

2
11

n
n

n

n
绝对收敛.

2.判别级数 1

1

1( 1)n
n n






 的敛散性，若收敛，则说明是绝对收敛还是条件收敛.

解 ：该级数所对应的正项级数为
1

1
n n




 ， 它是 p-级数，且

1 1
2

p   ，故发散.

但是，该级数是交错级数， 且满足 1
1 1 ( 1,2, )

1n nu u n
n n    


 ，

及
1lim lim 0nn n

u
n 

  ，于是由交错级数审敛法，知该级数收敛.

故级数 1

1

1( 1)n
n n






 为条件收敛.

1.莱布尼兹判别法:交错级数





1

)1(
n

n
nu 满足下面两条件:

1) 2,1,1  nuu nn , 2) 0lim 
 nn
u ,

则级数





1

)1(
n

n
nu 收敛，且其和的绝对值小于首项 1u .

2. 1)若


1n
nu 收敛，则称



1n
nu 绝对收敛；

2)若


1n
nu 发散,但 



1n
nu 收敛，则称



1n
nu 为条件收敛.

定理：


1n
nu 收敛，则



1n
nu 收敛.
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【练习 4】【判断级数绝对收敛、条件收敛】

3.判断下面级数是绝对收敛还是条件收敛，并写出证明过程.

 2222 9
1

7
1

5
1

3
11

解：  
 










1
2

1
222 12

11
7
1

5
1

3
11

n

n

n
 ， 由

  






 


1 1
212

1
n n

n n
U ， 因为

  22

1
12

1
nn




，

而级数


1
2

1
n n

收敛 ，故
 



 1
212

1
n n

收敛 ， 所以  
 










1
2

1

12
11

n

n

n
绝对收敛.

4. 判别级数





1

2

2sin)1(
n

n

n
n
的敛散性，若收敛，则说明是绝对收敛还是条件收敛.

解：由于
2

2 2

sin 1 , ( 1,2,3, )n
nu n

n n
    而级数 2

1

1
n n




 是 2 1p   的 p 级数，它是收敛的，

由比较审敛法，级数
2

2
1

sin
n

n
n




 收敛，故级数






1

2

2sin)1(
n

n

n
n
绝对收敛， 从而原级数收敛.

5.判定级数
n
n

n

n 1ln)1(
1








是否收敛，若收敛，指出是绝对收敛还是条件收敛.

解 
n
n

n

n 1ln)1(
1








发散 ，而交错级数
n
n

n

n 1ln)1(
1








满足 nn uu 1 ， 0lim 
 nn
u ，

交错级数
n
n

n

n 1ln)1(
1








收敛，所以级数是条件收敛的.

6. 判定级数
)1(

1)1(
1 




 nnn

n 是否收敛，若收敛，指出是绝对收敛还是条件收敛.

解 ：级数
)1(

1)1(
1 




 nnn

n 发散，
)1(

1)1(
1 




 nnn

n 满足(1) nn uu 1 ，(2) 0
)1(

1lim 
 nnn

，

交错级数收敛，故原级数是条件收敛的.

7.判别级数 2
1

( 1)1
n

n n





 
 

 
 的敛散性.

解： 2 2
1 1 1

( 1) ( 1)1 1
n n

n n nn n

  

  

  
   

 
   ，其中

1
1

n





  是发散的，

2
1

( 1)n

n n





 是交错级数，满足 1n nu u  ， lim 0nn
u


 ，是收敛的， 所以原级数是发散的.
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三、幂级数

5.【求收敛半径和收敛域】

【例 5】1.求幂级数
1 3

n

n
n

x
n



  的收敛半径及收敛域.

解：
1

1
13 ( 1)lim 1 3

3

n

n
n

n

n






  ，所以 3R ，

当 3x 时， 






1 3
)3(

n
n

n

n
＝







1

)1(
n

n

n
，收敛， 当 3x 时， 



1 3
3

n
n

n

n
＝



1

1
n n

，发散，

收敛域为 )3,3[ .

2.求幂级数
1

n

n
n

x
n




 的收敛域.

1.1）定义 幂级数


0n

n
n xa

2）公式法求收敛半径       lim
1




n

n

n a
a

R

注：1）利用此公式时要求 x的幂级数不能有间隔；2）缺项利用比值法或根植法；3）或换元

法.

2.幂函数的和函数 若  xSxa
n

n
n 



0

，则

1） )(xs 在其收敛域 I 上连续.

2） )(xs 在其收敛域 I 上可积，并在 I 上有逐项积分公式

 











 











0

1

0
0

0
0

0 1
)(

n

nnx

n

x n
n

n

n
n

x
x

n
a

dxxadxxadxxs

且逐项积分后得到的幂级数和原级数有相同的收敛半径.

3） )(xs 在其收敛区间 ),( 11 RR 内可导，并在 ),( 11 RR 内有逐项求导公式



























1

1

00
)()(

n

n
n

n

n
n

n

n
n xnaxaxaxs

且逐项求导后得到的幂级数和原级数有相同的收敛半径.
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解 ： 因为
  1

1

1
1

lim | | lim 1

n
n

n n
n

n

na
a

n






 


 

1 1 1lim 0 0
1 11

nn n e
n



 
 
     
     

  
，

所以收敛半径 R   ， 因此，该幂级数的收敛域为 ( , )  .

3.求幂级数
1

! n

n
n x




 的收敛域.

解： 因为
 1 1 !

lim | | lim lim( 1)
!

n

n n n
n

na n
a n

 

  


      ， 所以收敛半径 0R  ，

因此,该幂级数仅在 0x  这一个点收敛.

【练习 5】【求收敛半径和收敛域】

4.求幂级数





1

)1(
n

n
n

n
x

的收敛半径及收敛域.

解： 1lim 1  


n

n

n a
a

 ，有 11



R ，

当 1x 时，







1

)1()1(
n

n
n

n
发散， 当 1x 时，






1

1)1(
n

n

n
收敛， 所以收敛域为 ]1,1( .

5.求幂级数
1 3

n

n
n

nx


 的收敛半径及收敛域.

解：
1

1

3lim lim 3lim 31 1
3

n
n

n n n
n

n

n
a n

na n  




  
 

，于是该级数的收敛半径为 3R  ，

当 3x  时，该级数为1 2 3 n     ，发散，

当 3x   时，该级数为 1 2 3 ( 1) nn       ，发散，所以该级数的收敛区间为 ( 3,3) .

6.求幂级数





1

2)1(
n

n
n

n x
n

的收敛域.

解： 记a
nn

n
n

 ( )1
2

，因为 lim lim
n

n

n
n

a
a

n
n







1 2

1
2 , 所以收敛半径为

2
1

R ，

又因为当 x 
1
2
时， ( )





 1
1

1

n

n n
条件收敛；当 x  

1
2
时， ( ) ( )  









 1
1

1
1

1 1

n

n

n

nn n
发散.

故级数





1

2)1(
n

n
n

n x
n

的收敛域为 ]
2
1,

2
1( .
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7. 求幂级数
1 5

n

n
n

x
n



  的收敛域.

解 ： 因为
 1

1

1
5 1 1lim | | lim lim1 5( 1) 5

5

n
n

n n n
n

n

na n
a n

n






  


   




，所以收敛半径
1 5R


  ，

当 5x   时，级数成为
1

1 1 1 1 1( 1) 1 ( 1)
2 3 4

n n

n n n





          … …， 收敛.

当 5x  时，级数成为
1

1 1 1 1 11
2 3 4n n n





       … …，发散.

综上所述，该幂级数的收敛域为 5,5 .

8.级数
1

( 5)n

n

x
n





 的收敛域（ B ）.

A.  4,6 B.  6,4 C.  6,4 D. 4,6

9.幂级数
1

ln( 1) n

n

n x
n





 的收敛半径是 .

答： 1.

10.设幂级数


0n

n
n xa 的收敛半径是 4，则幂级数







0

12

n

n
n xa 的收敛半径是 .

答： 2.

11.幂级数





0

2)1(
n

n
n xa 在处 2x 条件收敛，则其收敛域为 .

答： ]2,0[ .

12.幂级数


 1

2

)3(2n

n
nn xn

的收敛半径为 .

答： 3 .

13.幂级数 2

1
1 3( )n n n

n
x





 的收敛半径是 .

答：
1
3

R  .
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6.【求幂级数的和函数】

【例 6】1.求幂函数






1

1

n

nnx 的收敛区间及和函数

解： 11limlim 1 







 n
n

a
a

n
n

n

n
 ∴收敛半径为 1R ，收敛区间为  1,1 .

和函数为

   
 

.11,
1

1
11

2
11

1 


























  












 x
xx

xxxnxxs
n n

nn

n

n

2.求级数


1n

n

n
x

在  1,1 内的和函数.

解： 11limlim
1








 n

n
a
aR

n
n

n

n
 ，∴收敛半径为 1R ，收敛区间为  1,1 .

设   .111lnd
1

1dd)(
00

1

1

1
0

1

1


















   















xxt
t

tttt
n
xxs

xx

n

n

n

x n

n

n

，

3.求级数
1

( 1)
2nn

n n



 的和.

解： 考虑幂级数
1

( 1) n

n
n n x





 ，它的收敛域为 ( 1,1) ，

设其和函数为 ( )S x ，则
2

1

1 1

( ) ( 1) ( ) ( )
1

n n

n n

xS x n n x x x x
x

 


 

    
  3

2 ( 1 1)
(1 )

x x
x

   


，

于是
1

( 1) 1( ) 8
2 2n

n

n n S





  .

【练习 6】【求幂级数的和函数】

4.求级数  753 8642 xxxx 的收敛区间，并求和函数.

解： 





1

12753 28642
n

nnxxxxx  ， 由
 
 

2 1
21

2 1

2 1
lim lim 1

2 1

n
n

nn n
n

nu x x
u n x




 


  


，

1x  ，得收敛半径 1R ，

当 1x 时，它变成级数


1
2

n
n发散， 当 1x 时，它变成级数  






1

12 21
n

n n发散，

所以收敛区间为（-1，1）. 因为 2

2
8642

1 x
xxxxx


   1x ，
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上式两边求导数得













 2

2
753

1
8642

x
xxxxx  ，

所以
 22

753

1
28642
x
xxxxx


  .

5.求幂级数 ( ) ( ) 





 1 11

1

n n

n
n n x 在收敛区间 (1,1)内的和函数 S x( ) , 并求 ( )

( )








 1
1

2
1

1

n
n

n

n n
的和.

解： 考虑幂级数   1

1
1 ( 1)n n

n
n n x






  ，它的收敛域为 ( 1,1) ，设其和函数为 ( )S x ，则

   
2

1 1 1

1 1

( ) 1 ( 1) ( 1 ) ( )
1

n nn n

n n

xS x n n x x x x
x

 
  

 

      
  3

2 ( 1 1)
(1 )

x x
x

   


，

于是  1

1

( 1) 1 81 ( )
2 2 27

n
n

n

n n S







   .

6.求幂级数


1n

nnx 的和函数 )(xS .

解： 幂级数
1

n

n
nx




 的收敛域为 ( 1,1) ，设其和函数为 ( )S x ，

则
1 1

( ) ( ) ( )
1

n n

n n

xS x nx x x x
x

 

 

   
  2 ( 1 1)

(1 )
x x
x

   


，

7.求级数
3 5 7

3 5 7
x x xx    的收敛区间，并求和函数.

解：可求
2 1

1 2 1

n

n

x
n



  的收敛域为  1,1 ， 设
2 1

1

( )
2 1

n

n

xf x
n






 ，

逐项求导，得 2 4 6
2

1( ) 1
1

f x x x x
x

      


 ，

积分，得 20 0

1( ) ( )
1

x x
f x f x dx dx

x
 

  =
0

1 1 1( )
2 1 1

x
dx

x x


  = 1 1ln
2 1

x
x




，

即 
753

753 xxxx =
1 1ln
2 1

x
x




,  1,1x  .

8.求级数 
753

753 xxxx 的收敛区间，并求和函数.

解：  
753

753 xxxx  










1

12
1

12
1

n

n
n

n
x

，由
2 1

21
2 1

2 1lim lim 1
2 1

n
n

nn n
n

u n x x
u n x




 


  


，
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1x  ，得收敛半径 1R ，

当 1x 时，它成为交错级数
 










1

1

12
1

n

n

n
收敛， 当 1x 时，它成为交错级数

 


 


1 12
1

n

n

n
收敛，

所以收敛区间为 [-1，1] . 因为 2
642

1
11
x

xxx


   1x ，上式两边同时积分，得

dx
x

xxx
xx

20

642

0 1
11


  ）（  ，所以 xxxxx arctan
753

753

  .

9.求幂级数
0 1

n

n

x
n



 

在其收敛域内的和函数.

解：因为 1lim | | lim 1
1

n

n n
n

a n
a n

 

 
  


，所以收敛半径 1R ，

当 1x 时，交错级数
1

1( 1)
1

n

n n






 收敛；而当 1x 时，调和级数

1

1
1n n



  发散.

于是，该幂级数的收敛域为[ 1,1) . 设和函数为 ( )S x ，即
0

( )
1

n

n

xS x
n






 ，显然 (0) 1S  .

由于
1

0

( )
1

n

n

xxS x
n






 ，应用和函数的可导性，逐项求导得， '

0
[ ( )] ( 1 1)n

n
xS x x x





    ，

易知，当 1 1x   时，
0

1
1

n

n
x

x






 ，所以 ' 1[ ( )]

1
xS x

x



，

两边积分，得 ( ) ln(1 )xS x x   ，于是，当 0x  时， ( ) ln(1 )xS x x   ，当 0x  时，可由

0(0) 1S a  得出，也可由和函数的连续性得出  
0 0

1(0) lim ( ) lim ln 1 1
x x

S S x x
x 

       
.

从而所求幂级数的和函数为

 ln 1
1( )

1

x
S x x

 
 



当0< x

   当x= 0

.

10.求幂级数






1

1

n

n

n
x

的和函数.

解：令 





1

1 )(
n

n

n
xxS ，则 )(1 xS 的定义域为 )1,1[ ，且 )()( 1 xxSxS  .任给 )1,1[x ，由逐项求导公式得，
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)1,1(,
1

1)(
1

1

1
1 














 










x
x

x
n
xxS

n

n

n

n

，

因此， )1,1(),1ln(
1

1)0()()(
0111 


  xxdt

t
SxSxS

x
，所以， 1( ) ( ) ln(1 )S x xS x x x    ，

当 1x   时， 2ln)]1ln([lim)(lim)1(
11


 

xxxSS
xx

，故  ( ) ln(1 ), 1,1S x x x x     .

11.求幂级数
4 1

1 4 1

n

n

x
n



  的和函数.

解：可求
4 1

1 4 1

n

n

x
n



  的收敛域为  1,1 ，设
4 1 5 9 13

1
( )

4 1 5 9 13

n

n

x x x xf x
n





    
 ，

逐项求导，得
4

4 8 12
4( )

1
xf x x x x
x

     


 ，积分，得

40 0

1( ) ( ) (1 )
1

x x
f x f x dx dx

x
   

  = 2 20

1 1 1( )
2 1 1

x
x dx

x x
  

  = 1 1 1ln arctan
4 1 2

x x x
x


 


，

即
5 9 13

5 9 13
x x x

  =
1 1 1ln arctan
4 1 2

x x x
x


 


，  1,1x  .

12.求数项级数


 


0 12
)1(

n

n

n
的和.

解：考虑幂级数 12

0 12
)1( 




 

 n

n

n

x
n

，则其收敛域为 ]1,1[ ，

若记其和函数为 )(xS ，则 


 



0 12

)1()1(
n

n

n
S ，

由于
0

( ) ( ) (0) ( )
x

S x S x S S t dt    2
20 0

0

1( 1) arctan , ( 1,1)
1

x xn n

n
t dt dt x x

t





 
        

  ，

又因为 ]1,1[)( CxS ，所以
4

arctanlim)(lim)1(
11




 
xxSS

xx
， 故

412
)1(

0









n

n

n
.

13. 求级数


1

2

!n n
n

的和.

解：由于 ),(,
!0






x
n
xe

n

n
x ， 对上式两边求导，得 1

0 !





 n

n

x x
n
ne ，

所以 n

n

x x
n
nxe 






0 !
，此式两边再求导，得 1

0

2

!





 n

n

xx x
n
nexe ，
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四、函数展成幂级数及其幂级数的应用

1.（1）泰勒中值定理：

若 )(xf 在  0U x 内具有 1n 阶的导数，则 )( 0xUx ，有




 2
0

0
000 )(

!2
)(

))(()()( xx
xf

xxxfxfxf )()(
!

)(
0

0
)(

xRxx
n
xf

n
n

n

 ，此公式称为 n阶泰

勒公式；其中 1
0

)1(

)(
)!1(

)()( 





 n
n

n xx
n
fxR 

（介于 0x 于 x之间），称为拉格朗日型余项.

麦克劳林公式： )(
!

)0(
!2

)0()0()0()(
)(

2 xRx
n

fxfxffxf n
n

n




  ,

其中 1
)1(

)!1(
)()( 




 n

n

n x
n

xfxR 
（ 10   ）.

（2）泰勒级数 





0

0
0

)(

)(
!

)(
n

n
n

xx
n
xf

；麦克劳林级数





0

)(

!
)0(

n

n
n

x
n

f

(3)定理：函数  xf 能展成泰勒级数 0)(li 


xRm nn

2.常用的幂级数展开式

1．        
!

 
!2

1
!0

2

 


 n
xxx

n
xe

n

n

n
x ),( x

2． ]1,1(       
1
)1( 

21
)1()1ln( 1

0

2
1 








 





 xx
n

xxx
n

x n
n

n

n
n



3． ),(       
)!12(

)1( 
!3)!12(

)1(sin 12

0

3
12 








 





 xx
n

xxx
n

x n
n

n

n
n



4． ),(       
)!2(
)1( 

!2
1

)!2(
)1(cos 2

0

2
2 











xx
n

xx
n

x n
n

n

n
n



5．    )1,1(    
!

)1()1(
!2

)1(1 )1( 2 





 xx
n

nxxx n  

6．    )1,1(    1 
1

1 2

0n


 




xxxxx
x

nn 

7．
   )1,1(    )(1)( 

1
1 2

0n


 




xxxxx
x

nn 
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7.【间接法函数展成幂级数】

【例 7】1.将函数
1( )

3
f x

x



在 1x  处展开成幂级数.

解：因为
1 1 1

13 2 1
2
xx

 
 

， 2

0

1 1 ( 1 1),
1

n n

n
x x x x x

x





         
  

所以
0

1 1 1 1, 1 1,
3 2 2 2

n

n

x x
x





        
 则 1

0

1 1 ( 1) , ( 1 3)
3 2

n
n

n
x x

x






    
  .

【练习 7】【间接法函数展成幂级数】

2.将函数
1( )

5
f x

x



展开为 ( 2)x  的幂级数，并指出其收敛域.

解： 因为 ( )f x 
1 1 1 1

25 3 ( 2) 3 1
3
xx x

  
   

，由于 2 31 1 ( 1 1)
1

nt t t t t
t
         


… …    ，

所以
1 1 1

25 3 1
3
xx

 
 

= 2 31 2 2 2 2[1 ( ) ( ) ( ) ]
3 3 3 3 3

nx x x x   
     … … ，

由
2| | 1

3
x 

 ，得 3 2 3x    ，即 1 5x   ，故函数 ( )f x 的幂级数的收敛域为 ( 1,5) .

3.将
x
1
展开为（x—2）幂级数.

解：
0

1 1 1 1 1 2( )22 2 2 2 21
2

n

n

x
xx x






   

  
 ， 1

2
21 



x

，

故  1
0

1 ( 1) ( 2) , 0 4
2

n
n

n
n

x x
x







    .

4.将函数
1( )f x
x

 展开成 2x  的幂级数.

解: 1 1 1 1( ) ,22 ( 2) 2 1
2

f x xx x
  

  
 当

2 1
2
x 

 ,即0 4x  时,

0

1 1( ) ( 1) ( 2) , (0, 4)
2 2

n n
n

n
f x x x





    .

5.将函数 2

1( )
4 3

f x
x x


 

展开为 ( 1)x  的幂级数.

解： 因为 2

1 1 1 1 1( ) ( )
4 3 ( 1)( 3) 2 3 1

f x
x x x x x x

   
     
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1 1 1 1 1[ ]1 12 4 21 1
4 2
x x    
 

 

1 1 1 1
1 14 81 1

2 4
x x   
 

 
，

由于

21 1 1 1 11 ( ) ( ) (| | 1)1 2 2 2 21
2

nx x x x
x

   
      




… … ，

且 21 1 1 1 11 ( ) ( ) (| | 1)1 4 4 4 41
4

nx x x x
x

   
      




… … ，

因此，得 2

1( )
4 3

f x
x x


 

的幂级数展开式为 2 2 2 3
0

1 1 1( ) ( )( 1)
4 3 2 2

n
n n

n
f x x

x x



 


   
   ，

由
1| | 1

2
x 

 ，得 3 1x   ；由
1| | 1

4
x 

 ，得 5 3x   ，其交集为 3 1x   ，

故函数 ( )f x 的幂级数的收敛域为 ( 3,1) .

6.将函数 2

1( )
4 3

f x
x x


 

展开成 x的幂级数.

解： 2

1( )
4 3

f x
x x


 

= )
3

1
1

1(
2
1

xx 



， 

 x1
1

0

1 ( )
1 ( )

n

n
x

x





 
   ， 1x ，

0

1 1 1 ( )
3 3 31 ( )

3

n

n

x
xx





   
  

 ， 1
3


x
，

2
1

34
1

2 
 xx 0

( )n
n

x




 1
2


0
( )

3
n

n

x



 , 1x .

7.将函数 2( ) xf x e 展开成 x的幂级数.

解：令 2y x ， 21 11
2! !

y ne y y y
n

      ，把 y换成 2x，

得 2 21 11 2 (2 ) (2 )
2! !

x ne x x x
n

       =
2

22 21 2
2! !

n
nx x x

n
     ， ( , )x   .

8.将函数 2sin x展开为 x的幂级数.

解： 因为 2 1sin (1 cos 2 )
2

x x  ，将 cos x的展开式中的 x换成 2x，有

2 4 6 2(2 ) (2 ) (2 ) (2 )cos 2 1 ( 1)
2! 4! 6! (2 )!

n
nx x x xx

n
       … …， ( )x      ，

于是得 2sin x的幂级数展开式为

2 4 6 2
2 11 (2 ) (2 ) (2 ) (2 )sin [ ( 1) ]

2 2! 4! 6! (2 )!

n
nx x x xx

n
      … … ， ( )x    .
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9.将函数 ( ) sin
2
xf x  展开成 x的幂级数.

解：令
2
xy  ， 3 5 2 11 1 1sin ( 1)

3! 5! (2 1)!
n ny y y y y

n
      


 ，

把 y 换成
2
x
，得 3 5 2 1

3 5 2 1

1 1 1 ( 1)sin
2 2 3!2 5!2 (2 1)!2

n
n

n

x x x x x
n





     


  ， ( , )x   .

10.将 ( ) arctanf x x 展开成麦克劳林级数.

解： 2 4 1 2 2
2

1( ) 1 ... ( 1) ...
1

n nf x x x x
x

         


( 1 1x   )，

2 4 1 2 2
20 0

1( ) arctan [1 ... ( 1) ...]
1
x x n nf x x dx x x x dx

x
         

 
2 1

3 5 11 1 ... ( 1) ...
3 5 2 1

n
n xx x x

n


      


( 1 1x   ).

11. 试将函数 2
1
x

y  在点 00 x 处展开成泰勒级数.

解：因为 2

1 1
x x


    
 

，
00

0

1 1 1

1 x xx x
x

 



，而    

0

1 1 , 1,1
1

n n

n
x x

x





   
  ，

所以      0
0

00 0

1 1 1 , 0, 2
nn

n
n

x x
x x

x x x






   ，      

11
0

02 1
0 0

1 1 , 0,2
nn

n
n

n x x
x x

x x







   .

12.求函数 xxexf )( 在 1x 处的幂级数展开式.

解：已知 





0 !

1
n

nx x
n

e )),(( x ，所以

1 1[( 1) ]x x xxe e x e e   
0 0

1 1( 1) ( 1) ( 1)
! !

n n

n n
e x x x

n n

 

 

 
     

 
  




















 



1
)1(

!
1

)!1(
11

n

nx
nn

e .
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五、傅里叶级数

名称 主要内容

傅里叶级数

(周期 2 ) )sincos(
2 1

0 





n

nn nxbnxa
a

傅里叶系数

(周期 2 )

),2,1,0(    cos)(1   nnxdxxfan




nxdxxfbn sin)(1




),2,1(  n

)(xf 为奇函数 )(xf 为偶函数

,0na nxdxxfbn sin)(2
0



,0nb nxdxxfan cos)(2

0




狄利克雷收

敛定理










 为间断点       ,
2

)0()0(
为间断点                             ),(

)sincos(
2 1

0

xxfxf
xxf

nxbnxa
a

n
nn

名称 主要内容

傅里叶级数

(周期 l2 ) )sincos(
2 1

0 





n

nn l
xnb

l
xna

a 

傅里叶系数

(周期 l2 )

),2,1,0(    cos)(1   ndx
l
xnxf

l
a

l

ln


dx
l
xnxfb

l

ln



sin)(1

 ),2,1(  n

)(xf 为奇函数 )(xf 为偶函数

,0na dx
l
xnxf

l
a

l

n
cos)(2

0 ,0nb dx
l
xnxf

l
b

l

n
sin)(2

0

狄利克雷收

敛定理










 为间断点       ,
2

)0()0(
点                             ),(

)sincos(
2 1

0

xxfxf
xxf

l
xnb

l
xna

a
n

nn

连续

复数形式         , 


n

l
ni

n xec


dxexf
l

c l
in

l

ln




 )(
2
1
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8.【求傅里叶级数】

1. )(xf 是以周期为 2 的周期函数，它在 ],[  的表达式为

0
( )

0 0
x x

f x
x




  
   

， )(xf 的傅立叶级数的和函数为  S x ，则 )(S =（ A ）.

A.
2


 B.  C.0 D.其它值

【练习 8】【求傅里叶级数】

2.设在区间 ( , )0  内， f x x
x x

( ) sin


 2 ，若 S x( )是 f x( ) 的以为周期的傅立叶级数展开式的和函数，

则 S( )2 =______ .

答： S( )2 1



 .

3.周期为 2的函数    2 1, 1 1f x x x     ，且    0

1
cos ,

2 n
n

af x a n x x




     ，则 0a  .

答：
8
3
.

4.设函数  f t 是以 2 为周期的周期函数，它在 ,  内的表达式为

0 0
( )

1 0
t

f t
t




  
   

，将  f t 展开为傅里叶级数，并讨论其收敛性.

解：将
0 0

( )
1 0

t
f t

t



  

   
代入傅里叶系数公式，得

0
1 ( )a f t dt



 
  =

0

0

1 [ 0 1 ]dt dt


 
  =1，

0

1 1( )cos 1 cos 0na f t ntdt ntdt
 

 
     ，

0

1 1 1( )sin 1 sin (cos 1)nb f t ntdt ntdt n
n

 




  
      

= 1 [( 1) 1]n

n
   =

0 2,4,6,
2 1,3,5

n

n
n










，

所以函数在 , 0( )t n t n Z   处的展开式为

0

1
( ) ( cos sin )

2 n n
n

af t a nt b nt




   =
1

1 sin
2 n

n
b nt







= 1 2 1 1(sin sin 3 sin 5 )
2 3 5

t t t


    ， ( , , )t t k k z     

因 ( 0) ( 0)f f     ，所以傅里叶级数在 ( , )  内收敛于和 ( )f t ，
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在端点不连续，收敛于
( 0) ( 0) 0 1 1

2 2 2
f f     

  .

5.将函数 ( ) , (0 )f x x x    展开成正弦级数.

解：将 ( )f x 进行奇式延拓.于是，有

0, 0,1,2,na n  ，

20

2 2 1 1( )sin cos sin
0nb f x nxdx x nx nx

n
 

  
       = 1 2( 1) , 1, 2,n n

n
    ，

所以，函数 ( )f x x 展开成正弦级数为 1

1

2( 1) sinn

n
x nx

n






  (0 )x   .

6.将函数 ( ) (0 )f x x x    展开余弦级数.

解：将 ( )f x 进行偶式延拓，于是，有

0, 1,2,nb n  ，

0 0

2a xdx





  ，

20

2 2 sin 1cos cos
0n

x nxa x nxdx nx
n n

 
 

     

2
2

0 2,4,
2 [( 1) 1] 4 1,3,

n
n

n n
n




 
    
  

，

所以，函数 ( )f x x 展开成余弦级数为

2
1

4 1 cos(2 1)
2 (2 1)n

x n x
n








  
 (0 )x   .

7.设 )(xf 时周期为 2的周期函数，且
0 1

( )
0 1 2
x x

f x
x

 
   

，写出 )(xf 的傅里叶级数与其和函数，并

求级数


 0
2)12(

1
n n

的和.

解：根据傅里叶系数的计算公式，得
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，),3,2,1(1)1(

cos

cos)(

22

1

0

2

0













n
n

xdxnx

xdxnxfa

n

n







2
1)(

1

0

2

00   xdxdxxfa ，

2

0
1

0

( ) sin

sin

nb f x n xdx

x n xdx












1( 1) ( 1,2,3, )
n

n
n


  ，

所以 )(xf 的傅里叶级数为 


















1

1 sin)1(cos1)1(1
4
1

n

n
n

xnxn
nn




，

其和函数的周期为 2，且

0 1
1( ) 1
2
0 1 2

x x

S x x

x

 
 


 

，

令 0x ，得 






 








 


0
22

1 )12(
2

4
11)1(1

4
1)0(

nn

n

nnn
S


，

且 0)0( S ，所以
8)12(

1 2

0
2







n n
.

8.设函数  
0

0 0
0

x
f x x

x x

 



   
 
  

，不具体将  f x 展为傅里叶级数，

回答下述问题：

（1）  f x 的傅里叶级数在 ],[  中是否收敛；

（2）  f x 的傅里叶级数在 1,0,1, 处的和分别等于多少？

解：作出函数 f（x）在 ],[  的图象，如图

y

-π 0 π x
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-π

∵函数满足狄里克雷条件，

∴  f x 的傅里叶级数在 ],[  中收敛.

又∵x=-1，1 是连续点，

∴  )1()1( fs ，

1)1()1(  fs ，

又∵x=0 是间断点，

∴
22

0
2

)00()00()0( 








ffs ，

0
22

)0()0()( 






 ffs .

9.将函数 ( ) ,f x x x     展开为傅氏级数.

解：先将 ( )f x 以 2 为周期延拓到  ,  ，显然它满足狄氏条件.

由傅氏系数公式，易知 0
1 0a xdx



 
  ,

1 cos 0, 1,2,3na x nxdx n


 
    ,

且

0

0

1 2sin sin

2 cos 1 cos
0

2 2cos ( 1)

n

n

b x nxdx x nxdx

x nx nxdx
n n

n
n n

 





 







 

 
  

 

    

 



1 2( 1) , 1, 2,3n n
n

   ，

故 1

1

2( ) ~ ( 1) sinn

n
f x nx

n






 ，

由于 ( )f x 在  ,  内连续，而 ( 0) ( 0)f f     ，

于是函数 ( )f x 的傅氏级数展开式为

1

1

2( ) ( 1) sin ( )n

n
f x nx x

n
 






     .


