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第十一章 曲线积分与曲面积分

一、对弧长的曲线积分

1.【第一类曲线积分化为定积分计算】

【例 1.1】计算  
L

x y ds ，其中Ｌ是抛物线 2y x 上点  0,0 与  1,1 之间的一段弧.

解 Ｌ的参数方程为： 2y x ，0 1x  ，  21 2ds x dx  ，

原式＝      
1 12 22

0 0
1 2 2 1 2x x x dx x x dx      1 5 5 1

6
  .

【练习 1】对弧长的曲线积分化为定积分

1.计算曲线积分 
L

xds，其中 L： 3tx  ， ty  ， 10  t .

解 曲线 L的参数方程为： 3tx  ， ty  ， t作参数， 10  t 。

dttytxds )()( 2'2'  ＝ dtt 19 4  ，于是


L

xds＝ dttt 19 41

0

3  ＝ )19()19(
36
1 42

1
1

0

4  tdt ＝ 1
0

2
3

4 )19(
3
2

36
1

 t ＝ )11010(
54
1

 。

2.计算 ds
yx

z

  22

2

，其中为螺线： tax cos ， tay sin ， atz  （ 20  t ）.

解 由于 dttztytxds )()()( 2'2'2'  ＝ dtatata 222 )cos()sin(  ＝ dta 2 ，

ds
yx

z

L
  22

2

＝  

2

0 2222

22

2
sincos

dta
tata

ta
＝ 

2

0

22 dtta ＝ a3
3

28  .

3.曲线： tx 3 ， 23ty  ， 32tz  ，计算上从 )0,0,0(O 到 )2,3,3(A 的一段弧的弧长.

解 曲线由参数式给出，参数 t从 0 变到 1，

ds＝ dttztytx )()()( 2'2'2'  ＝ dttt 2222 )6()6(3  ＝ dttt 42 4413  ，

由弧长的计算公式，有 


 dsL ＝ dttt 
1

0

42 4413 ＝ dtt 
1

0

2 )21(3 ＝5。

2.【利用函数定义在曲线上和被积函数为“1”化简计算】

【例 1.2】计算曲线积分  
L

dsyx )( ，其中 L为连接 )0,1( 与 )1,0( 两点的直线段.

解 直线 L的方程是 1 yx ，选择 x作参数，则 xy 1 ， x从 0到 1。

dxxyds )(1 2' ＝ dx2 。

故  
L

dsyx )( ＝  
1

0
21 dx＝ 2 。
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【练习 2】利用函数定义在曲线上和被积函数为“1”化简计算

1.计算曲线积分  
L

ndsyx )( ，其中 L： 1 yx .

解 因为积分曲线 L： 1 yx ，所以

 
L

ndsyx )( ＝ 
L

ds1 L的长度＝ 24 。

2.计算曲线积分  
L

ndsyx )( 22 ，其中 L为圆周 222 Ryx  .

解 因为积分曲线 L为圆周 222 Ryx  ，所以

 
L

ndsyx )( 22 ＝ 
L

ndsR )( 2 ＝ 
L

n dsR2 ＝ LR n 2 的弧长＝ 122 nR .

3.计算对弧长的曲线积分  
L

n dsyx )( ，其中 L为连接 ( ,0)a 及 (0, )a 两点的直线段.

解 在 L上恒有 x y a  ，所以  
L

n dsyx )( ＝ 1

0
2d 2 

a n na x a .

3.【利用函数的奇偶性和积分线段的对称性】

【例 1.3】计算曲线积分 


dsx2 ，其中为圆







0
1222

zyx
zyx

.

解 因为空间曲线为圆







0
1222

zyx
zyx

，具有对称性，所以




dsx2 ＝ 


dsy2 ＝ 


dsz2 .

于是 


dsx2 ＝ 


 dsyyx )(
3
1 222 ＝ 



ds
3
1

＝ 
3
1

的长度＝
3

2
.

【练习 3】利用函数的奇偶性和积分线段的对称性

1.计算曲线积分  
L

dsxyyx )1634( 22 ，其中 L： 1
43

22


yx

， A为该椭圆的周长.

解 由第一类曲线积分的性质，有

 
L

dsxyyx )1634( 22 ＝  
L

dsyx )34( 22 ＋ 
L

xyds16 ，

其中  
L

dsyx )34( 22 ＝ 
L

ds12 ＝12 A；而积分 
L

xyds16 中被积函数 xy16 关于变量 x是奇函数，积

分曲线关于 y轴对称，有 
L

xyds16 ＝0。

故  
L

dsxyyx )1634( 22 ＝12 A。

2.计算曲线积分 


 dszyxzyx )( 222 ，其中：







0

2222

zyx
Rzyx

.
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解 由第一类曲线积分的性质，有




 dszyxzyx )( 222 ＝ 


 dszyx )( 222 － 


 dszyx )( ，

而积分曲线是两曲面的交线，两方程 2222 Rzyx  和 0 zyx 必须同时满足，所以




 dszyx )( 222 ＝ 


dsR2 ＝ 2R 的长度＝ 32 R ；




 dszyx )( ＝ 00 


ds ，

于是 


 dszyxzyx )( 222 ＝ 32 R 。

+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++

二、对坐标的曲线积分

1.第二类曲线积分

1).平面曲线：  
L

dyyxQdxyxP ),(),(

2).空间曲线：   dzzyxRdyzyxQdxzyxP ),,(),,(),,(

注：被积函数是定义在曲线上的.

2.常用的性质

1).  


L  


L
其中 L 表曲线的某一方向(正向), L 表曲面的另一方向(负向)

2).若 21 LLL  ,则  L  1L 
2L

3.计算：

1).







)(
)(

:
tyy
txx

L ，起点 t ，终点 t ，其中 )(),( tytx 具有一阶连续的导数，则

 dttytytxQtxtytxPdyyxQdxyxP
L

)()](),([)()](),([),(),(  




2).













)(
)(
)(

:
tzz
tyy
txx
,起点 t ，终点 t ，其中 )(),(),( tztytx 具有一阶连续的导数，则

 





dttxtztytxPPdx )()](),(),([

 





dttytztytxQQdy )()](),(),([

 



dttztztytxRRdz )()](),(),([

Γ

【例 2.1】计算 
L

xydx，其中 L为抛物线 xy 2 上从点 )1,1( A 到点 )1,1(B 的一段弧.

解 选 y作参数，曲线 L的参数方程为 2yx  ， y从 1 变到 1。因此
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
L

xydx＝ dyyyy 
1

1

2 2 ＝ dyy
1

1

42 ＝ 1
1

5

]
5

[2 
y

＝
5
4
。

【练习 1】第二类曲线积分化为定积分计算

1.计算曲线积分  
L

dyxxydx 22 ，其中 L为抛物线 2xy  上从点 )0,0(O 到点 )1,1(B 的一段弧.

解 L： 2xy  ， x从0 变到1，  
L

dyxxydx 22 ＝ dxxxxx )22( 21

0

2  ＝ 1
0

4x ＝1；

2. 计算曲线积分  


L yx
dyyxdxyx

22

)()(
，其中 L为圆周 222 ayx  （按逆时针方向）.

解 L的参数方程为
cos
sin

x a t
y a t


 
， t从 0变到 2 。

于是  


L yx
dyyxdxyx

22

)()(

＝
2

20

1 [ (cos sin )( sin ) (cos sin )( cos )]a t t a t a t t a t dt
a


    ＝ 2 。

3.计算曲线积分  
L

ydxxdy 2 ，其中 L为正向圆周 222  yx 在第一象限中的部分.

解 令














sin2

cos2

y

x
，

2
0:  

所以  
L

ydxxdy 2 ＝
2

3)sin2(sin22cos2cos22
0




 dd

4.计算曲线积分 


 zdzydyxdx ，其中为从点 )1,1,1(A 到点 )4,3,2(B 的直线段.

解 的参数方程为 tx 1 ， ty 21 ， tz 31 ， t从0 变到1，所以有




 zdzydyxdx ＝ dtttt ]3)31(2)21()1[(
1

0
 ＝ 13)146(

1

0
 dtt 。

+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++

三、格林公式

1.格林公式：设 ),(),,( yxQyxP 及它们的一阶偏导数在闭域D上连续，则

 














LD

QdyPdxdxdy
y
P

x
Q

其中 L是闭域D的边界曲线，且取正向.

注：面积公式：  
L

ydxxdy
2
1A L xdy  L

ydx 
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2.曲线积分与路径无关的等价条件

1).域D内
y
P

x
Q








处处成立.

2).沿域D内的任一闭路积分为零，即 0
L

QdyPdx

3 ).在域D内存在函数 ),( yxu ，使 QdyPdxyxdu ,(

3.求原函数的公式(线积分法)

 
y

y

x

x
dyyxQdxyxPyxu

00
),(),(),( 0   

x

x

y

y
dxyxPdyyxQyxu

00
),(),(),( 0 

1.【格林公式及其应用】1.闭合、连续；2.不闭合，连续-补线；3.闭合，不连续.

【例 3.1】 dyyxdxxyx
L

)24()2( 2  ，其中 L是正向椭圆周 12

2

2

2


b
y

a
x

.

解 L是一条闭曲线， L围成的闭区域关于 ,x y轴对称，故用格林公式

dyyxdxxyx
L

)24()2( 2  ＝ (4 2 )
D

x dxdy ＝ 4 D 的面积－0＝ 4 ab 。

【练习 1】格林公式及其应用-1.闭合、连续

1.(1)计算 ( ) ( )
L

x y dx x y dy   ，其中Ｌ为以逆时针方向绕行的椭圆周
2 2

2 2 1x y
a b

  .

解 因为
Q P
x y

 


 
，曲线积分与路径无关，有 ( ) ( )

L

x y dx x y dy   ＝０

(2)利用格林公式计算曲线积分 dyyexxdxeyxxyxyx x

L

x )2sin()sin2cos( 222  ，其中 L为正向

星形线 3
2

3
2

3
2

ayx  （ 0a ）.

解 由于 22 sin cos 2 xQ x x x y ye
x


  


P
y





，由格林公式

dyyexxdxeyxxyxyx x

L

x )2sin()sin2cos( 222  ＝ 0 0
D

dxdy  。

2.(1)设 L为沿 222 Ryx  逆时针方向一周，用格林公式计算  
L

dyxyydxxI 22 ＝（ D ）.

（A） 
R

drrd
0

2
2

0



 （B） 
R

drrd
0

3
2

0

cossin4 


（C） 
R

rdrRd
0

2
2

0



 （D） 
R

drrd
0

3
2

0





(2)设 L是 xy 1 表示的闭曲线的正向。则  
L

xdyydx2 .( B ).
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(A) 2 (B) -2 (C) 1 (D) 0
3.(1) dyyxdxyx

L

)653()42(  ，其中 L为三顶点分别为 )0,0( 、 )0,3( 和 )2,3( 的三角形正向

边界曲线.

解 已知 42  yxP ， 653  yxQ ， 3


x
Q

， 1


y
P

。

由格林公式， dyyxdxyx
L

)653()42(  ＝  
D

dxdy)]1(3[

＝ D4 的面积＝ 23
2
14  ＝12。

(2)计算曲线积分 dyyxdxyx
L

)2()2(  ，其中 L是抛物线 2xy  及直线 xy  所围成的区域的

正向边界曲线.

解 用格林公式 dyyxdxyx
L

)2()2(  ＝ (1 2)
D

dxdy

＝
D

dxdy ＝
1 1( )
2 3

  ＝
1
6

 。

【例 3.2】 dyyxdxexy x

L

)]1ln([)( 2  ，其中 L是曲线 xy sin 从点 )0,(A 到 )0,0(O 的一段.

解 由于曲线 L没有构成闭曲线，因此需补上 x轴上从原点 )0,0(O 到点 )0,(A 的一段直线，记

为 1L ， L和 1L 构成闭曲线。

已知 xexyP  ， )1(2 yinxQ  ， x
x
Q 2



， x
y
P





，由格林公式，有

dyyxdxexy x

L L

)]1ln([))( 2

1

  ＝  
D

dxdyxx ]2[ ＝ 
D

xdxdy

＝ 
x
dyxdx

sin

00


＝ 



0
sin xdxx ＝ 。

而 dyyxdxexy x

L

)]1ln([)( 2

1

 ＝ 


0
dxex ＝ 1e 。

于是 dyyxdxexy x

L

)]1ln([)( 2 
＝ dyyxdxexy x

L L

)]1ln([))( 2

1

  － dyyxdxexy x

L

)]1ln([)( 2

1



＝ － )1( e ＝  e1 。

【练习 2】格林公式及其应用-2.不闭合、连续

1.计算 dyyexdxyx y

L

)3()2( 2  ，其中 L是由直线 22  yx 上从点 )0,2(A 到点 )1,0(B 的一段，

以及圆弧 21 yx  上从点 )1,0(B 到点 )0,1(C 的一段连接而成的定向曲线.

解 为应用格林公式，添加 x轴上从点C到点 A的一段有向直线，使 CAL  构成有向闭曲线。
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dyyexdxyx y

L

)3()2( 2 
＝ 




CAL

y dyyexdxyx )3()2( 2 － dyyexdxyx y

CA

)3()2( 2  。

而





CAL

y dyyexdxyx )3()2( 2 ＝ dxdy
y
P

x
Q

D

)(









＝ dxdy
D

)23(  ＝ D5 的面积＝ )
4

1(5 
 。

又 dyyexdxyx y

CA

)3()2( 2  ＝ dxx
2

1

2 ＝3，

所以 dyyexdxyx y

L

)3()2( 2  ＝ )
4

1(5 
 －3＝ 2

4
5




。

2.计算  
L

y dxydyex )
2
1()( sin

，其中 L是位于第一象限中的直线  1  yx 与位于第二象限中的圆弧

 1 22  yx 构成的曲线，方向是由 )0,1(A 到 )1,0(B 再到 )0,1(C .

解：连接CA 则 CAL, 围区域D ,

yexyP sinQ       
2
1- 

2   ,1       1 
















y
P

x
Q

x
Q

y
P

2
1)

2
1

4
(22)

2
1()( sin 

   DCAL

y dxdydxydyex

22
1

2
1

2
1

2
1

)
2
1()(

2
1)

2
1()(

1

1

1

1

sinsin














xdx

dxydyexdxydyex
CA

y

L

y

3. 计算  


L yx
ydxxdyxy

22

22

，其中 L为圆周   222 ayx  的顺时针方向。

解： L参数方程为： ttaytax ,sin,cos  变化从 2 到0

原式 



0

2 2

2222 )sin(sincoscossincos 
 a

dttatatatdtatata

22

0

222

0

222  
2
12sin

2
1sincos2 atdtadttta 


 
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注：因 L围的区域内含被积函数不连续的点 )0,0( ，故此题不能用格林公式。

【思考题 1】

★★★1.设 L 是正方形 D： 10,10  yx 的正向边界， )(xf 是正值连续函数，

试证明  
L

dyyxfdx
xf
y 2)(

)(
.

7.解 由格林公式 dxdy
y
P

x
QQdyPdx

D
L

)(







  ，

)(xf
yP  ，

)(
1
xfy

P





； )(yxfQ  ， )(yf
x
Q





，

 
L

dyyxfdx
xf
y )(

)(
22)]()([ 1   

DD

dxdydxdyxfyf 。

（因为 )(xf 是正值连续函数）

2.【验证曲线积分与路径无关，并计算曲线积分】

【例 3.2】验证曲线积分 dyyxdxyxy 22)1,1(

)0,0(
)()21(  在整个 xoy面内与路径无关，并计算积

分值.

解
2 2(1 2 ) [ ( ) ]2 2xy y x yx y

y x
     

   
 

，曲线积分与路径无关。于是选择直线 y x 上从

(0,0) 到 (1,1) 的积分路径，于是

dyyxdxyxy 22)1,1(

)0,0(
)()21(  ＝

1 2 2 2

0
[(1 2 (2 ) ]x x x dx  

1 2

0

4(1 7 )
3

x dx    。

【练习 2】验证曲线积分与路径无关，并计算曲线积分

1.验证曲线积分 dyxyyxdxyxy )36()6( 223)4,3(

)2,1(

2  在整个 xoy面内与路径无关，并计算积分值.

解
2 3 2 2

2(6 ) (6 3 )12 3xy y x y xyxy y
y x

   
  

 
，曲线积分与路径无关。于是

dyxyyxdxyxy )36()6( 223)4,3(

)2,1(

2  ＝
(3,4) 2 2 3

(1,2)
(3 )d x y xy

(3,4)2 2 3
(1,2)

(3 )x y xy 

＝236。

2.设曲线积分  
L

dyxyfdxxy )(2 与路径无关，其中 )(xf 可微，且 0)0( f
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求 )(xf ，并计算  
)1,1(

)0,0(

2 )( dyxyfdxxy .

解 已知曲线积分  
L

dyxyfdxxy )(2 与路径无关，有 2 ( )xy yf x ， 2 ( )x f x 

2( )f x x c  ，又由 0)0( f ，得 0c  ， 2)( xxf 

 
)1,1(

)0,0(

2 )( dyxyfdxxy ＝
(1,1) 2 2

(0,0)
xy dx yx dy 

(1,1) 2 2

(0,0)

1( )
2

d x y ＝ 2 2 (1,1)
(0,0)

1
2
x y ＝

2
1

3.设 )(xf 可导，且 1)0( f ，若  
L

dyxxfdxxyf ])([)( 2 与积分路径无关，求函数 )(xf .

解： 2( , ) ( ), ( , ) ( )P x y yf x Q x y f x x  

由题设可知：
P Q
y x

 


 
,即有：

'( ) ( ) 2f x f x x 

( ) [ 2 ]
dx dx

f x e xe dx C
   [ 2 ]x xe xe dx C  ( 2 2 )x x xe xe e C     (2 2) xx Ce   

由于 (0) 1f  代入上式得 C = 3,故 ( ) 3 2 2xf x e x  

【思考题 2】

★★★2.在上半平面内 ( , )f x y 具有连续的偏导数，且对任意的 0t  都有

2( , ) ( , )f tx ty t f x y ，证明：在Ｄ内任意分段光滑的闭曲线都有

( , ) ( , ) 0
L

yf x y dx xf x y dy  .

证明 ( , ), ( , )P yf x y Q xf x y   ， ( , ) ( , )x
Q f x y xf x y
x

   


， ( , ) ( , )y
P f x y yf x y
y

  


，

已知 2( , ) ( , )f tx ty t f x y ，两边对 t求导， 3
1 2( , ) ( , ) 2 ( , )xf tx ty yf tx ty t f x y   

令 1t  ，则有 ( , ) ( , ) 2 ( , )x yxf x y yf x y f x y    ，所以
P Q
y x

 


 
，曲线积分与路径无关，

故 ( , ) ( , ) 0
L

yf x y dx xf x y dy 

3.【证明为某二元函数的全微分，并求原函数】

【例 3.3】验证 dyyxdxyx )2()2(  在整个 xoy面内是某个函数的全微分，并求出一个函数

),( yxu .

解
(2 ) ( 2 )2x y x y

x y
   

 
 

，且一阶偏导数连续，

( 2 ) (2 )du x y dx x y dy    ＝ 2 2xdx ydx xdy ydy  
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2 21 1( 2 )
2 2

d x xy y   ，

所以 2 21 12
2 2

u x xy y c    。

【练习 3】证明为某二元函数的全微分，并求原函数

1. 验证在整个 xoy面内， dyxydxyx )43()2( 23  是某个函数 ),( yxu 的全微分，并求出 ),( yxu .

解 因为， 32 yxP  ， 43 2  xyQ ，且
x
Qy

y
P






 23 在整个 xoy面内处处成立，故 QdyPdx 

是某个函数的全微分。令原点 )0,0(O 为积分起点，有

),( yxu ＝ 
x
xdx

0
2 ＋  

y
dyxy

0

2 )43(

＝ yxyx 432  。

2.验证 dyyeyxxdxxyyx y )128()83( 2322  在整个 xoy面内是某个函数的全微分，并求出一个

函数 ),( yxu .

解 因为 22 83 xyyxP  ， yyeyxxQ 128 23  在 xoy面内具有一阶连续偏导数，且

y
Pxyx

x
Q






 163 2 ，

所以存在 ),( yxu ，使 dyyeyxxdxxyyxdu y )128()83( 2322  成立。

又 dyyeyxxdxxyyx y )128()83( 2322 

＝ dyyeydyxdyxdxxyydxx y12883 2322 

＝ dyyedyxdyxdxyydx y1244 223223 

＝ )1212()4( 223 yy eyedyxyxd  ，

于是 yy yeeyxyxyxu 12124),( 223  。

+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++

四、对坐标的曲面积分

1.第一类曲面积分 i

n

i
iii sfdSzyxf  






),,(lim),,(
10




注意：被积函数是定义在曲面上的.
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2.计算

1). dxdyyxzyxzyxzyxfdSzyxf yx
Dxy

),(),(1)),(,,(),,( 22  


2). dydzzyxzyxzyzyxfdSzyxf zy
Dyz

),(),(1),),,((),,( 22  


3). dzdxzxyzxyzzxyxfdSzyxf zx
Dxz

),(),(1)),,(,(),,( 22  


3.常用的结论 


dS 曲面的面积

1.【曲面积分化为二重积分】

【例 4.1】（1）. 已知是
22 yxz  上 1z 的部分曲面， 



 dSz41 ＝（ B ）.

(A)  （B） 3 （C） 4 （D） 8

（2）. 


 dSyx )( 22 ，其中是锥面 22 yxz  被平面 1z 所截下的部分曲面.

解 因为： 22 yxz  ，所以 2dS dxdy




 dSyx )( 22 2 2( ) 2
D

x y dxdy 
2 1 2

0 0
2 d r rdr


    ＝ 

2
2

.

【练习 1】曲面积分化为二重积分

1.设∑为球面 x2+y2+z2=a2在 z≥h 部分，0<h<a,则 


zdS＝（ D ）.

(A) rdrrad
ha





22

0

222

0


 (B) rdrrad

ha





22

0

222

0




(C) rdrad
ha

ha





22

22

2

0


 (D) rdrad

ha





22

0

2

0




2. 


zdS3 ，其中为 )(2 22 yxz  在 xoy面上方的部分.

解 


zdS3 ＝ 2 2 2 23 [2 ( ) 1 4 4
xyD

x y x y dxdy   

＝ 2 23 [2 ) 1 4
xyD

d d     
2 2 2 2

0 0
3 (2 ) 1 4d d


        ＝ 

10
111

。

3.计算曲面积分 2 2( )x y dS


 ，其中是锥面 22 yxz  介于平面 0z 与 1z 之间的曲面.

解：在 xoy面上的投影区域 2 2: 1xyD x y 

2 2 2 2
,z x z y

x yx y x y
 

 
  
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2 21 2x yds z z dxdy dxdy   

2 2 2 2( ) ( ) 2
xyD

x y ds x y dxdy


   

2 1 2

0 0

22
2

d d

       

4.计算曲面积分 


dS
z
1

，其中为球面 2222 azyx  被平面 hz  （ ah 0 ）截出的顶部.

解 的方程为 2 2 2z a x y   ，

dxdy
y
z

x
zdS 22 )()(1









2 2 2

a dxdy
a x y


 

，

所以 


dS
z
1

2 2 2 2 2 2

1

xyD

a dxdy
a x y a x y

 
   



2 2
D

a d d
a

  





2 22

2 20 0

a
a d d

a
   





  ＝

h
aa ln2 。

2.【几何意义  


  kdS kS 】

【例 4.2】设是柱面  2 2 2 0x y R R   被平面 0,z z h  所截部分，求 2 2( )x y dS


 .

解 在上，点点满足 2 2 2x y R  ，所以

2 2( )x y dS


 ＝ 2R dS

 ＝ 2R 的面积＝ 32 hR 。

【练习 2】几何意义  


  kdS kS

1.求 ydS

 ，其中是右半球面 0,2222  yazyx .

解 表示为 2 2 2y a x z   ， 2 2 2:xzD x z a  ，

2 21 ( ) ( )y ydS dxdz
x z
 

  
  2 2 2

a dxdz
a x z


 

，

ydS

 ＝ 2 2 2

2 2 2
xzD

aa x z dxdz
a x z

 
 

 ＝ xza D 的面积＝ 3a

2. 


 dSyxz )
3
42( ，其中为平面 1

432


zyx
在第一卦限中的部分.

解 在 xoy面上的投影区域是由 x轴， y轴和直线 1
32


yx
围成的三角形闭区域；
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被积函数 yxzzyxf
3
42),,(  ，把的方程代入，

yxzzyxf
3
42),,(  ＝4；

的方程为 yxz
3
424  ， dxdy

y
z

x
zdS 22 )()(1








 ＝ dxdy
3
61

。

于是 


 dSyxz )
3
42( ＝ dxdy

D 3
614  ＝ D61

3
4

的面积

＝ 32
2
161

3
4

 ＝ 614 。

3.【函数的奇数偶数性与对称性、或轮换对称性】

【例 4.3】（1）求 ( )x y z dS


  ，其中是上半球面 0,2222  zazyx .

解 由对称性， ( )x y z dS


  ＝ zdS

 ，

表示为 2 2 2z a x y   ， 2 2 2:xyD x y a  ，所以

( )x y z dS


  ＝ 2 2 2

2 2 2
xyD

aa x y dxdy
a x y

 
 



＝ xya D 的面积＝ 3a .

（2） 


 dSzyx )( ，其中为球面 2222 azyx  .

解 


 dSzyx )( ＝ 


xdS＋ 


ydS ＋ 


zdS。

由于球面具有轮换对称性， 


xdS＝ 


ydS ＝ 


zdS，所以




 dSzyx )( ＝ 


zdS3 .

又由于球面  关于 xoy 面对称，被积函数关于变量 z 是奇函数，所以 


zdS ＝0，于是




 dSzyx )( ＝0。

【练习 3】函数的奇数偶数性与对称性、或轮换对称性

1.设曲面是上半球面： 2222 Rzyx  （ 0z ），曲面 1 是曲面在第五卦限中的部分，则

有（ C ）.

（A） 


xdS＝ 
1

4 xdS （B） 


ydS ＝ 
1

4 ydS

（C） 


zdS＝ 
1

4 zdS （D） 


xyzdS＝ 
1

4 xyzdS
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2.求 ( )x y z dS


  ，其中是左半球面 0,2222  yazyx .

解 由对称性， ( )x y z dS


  ＝ ydS

 ，

表示为 2 2 2y a x z    ， 2 2 2:xzD x z a  ，所以

( )x y z dS


  ＝ 2 2 2

2 2 2
( )

xzD

aa x z dxdz
a x z

  
 



＝ xza D  的面积＝ 3a

3.计算曲面积分 


 dSyx )( ，其中为 1 zyx .

解 关于原点对称，也关于 yoz面对称， 0


xdS ，（其中为 1 zyx ），并且 


dSy ＝




 dSzyx )(
3
1

＝ 


dS
3
1

，为八面体，每一块面都是边长为 2 的正三角形，面积为
2
3
。

S的总面积为 34
2
38  。所以 



 dSyx )( ＝ 


dS
3
1

＝ 3
3
4

。

4.计算 


dSz2 ，其中为球面 2222 azyx  .

解 由于的方程对变量 x， y， z具有轮换对称性，则




dSz2 ＝ 


dSx2 ＝ 


dSy2 ，

故 


dSz2 ＝ 


 dSzyx )(
3
1 222 ＝ 



dSa
3

2

＝ 2
2

4
3

aa  ＝ 4

3
4 a

+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++

五、对坐标的曲面积分

【知识 5】1.第二类曲面积分: 流量 


 dxdyzyxRdzdxzyxQdydzzyxP ),,(),,(),,(

2.计算:（1）分面投影法；（2）合一投影法或点积法；（3）高斯公式.

1.分面投影法

【例 5.1】计算曲面积分 


xyzdxdy，其中是球面 1222  zyx 外侧在 0,0  yx 的部分.

解 将分为 1 ： 22
1 1 yxz  及 2 ： 22

2 1 yxz  两部分。
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y

z

0

x

Dyz

Dxz

∑

1 取下侧， 2 取上侧。它们在 xoy面的投影区域均为

xyD ：
2

0   ， 10   。




xyzdxdy＝ 
1

xyzdxdy＋ 
 2

xyzdxdy

＝  
xyD

dxdyyxxy )1( 22 ＋  
xyD

dxdyyxxy 221

＝  
xyD

dxdyyxxy 2212  rdrdrr
xyD

22 1cossin2   15
2

 .

【练习 1】--分面投影法

1.计算 


 dxdyyxI )( 22 ，是圆







0

222

z
Ryx

的下侧.

解 


 dxdyyxI )( 22 2

D

r rdrd  
2 3

0 0

R
d r dr


   4

2
R

 .

2.计算 


 ydzdxxdydzzdxdy ，其中是柱面 122  yx 被平面 0z

及 3z 所截得的在第一卦限内的部分的前侧.

解：柱面与 xOy 面垂直，故 0


zdxdy ，

将分别向 xOzyOz, 面投影，得矩形域

)0(      30,10:

)0(      30,10:





yzxD

xzyD

xz

yz

原式  
 

 ydzdxxdydz   
yzD Dxz

dzdxxdydzy 22 11

   
1

0

21

0

1

0

3

0

23

0

2 13211 dxxdzxdxdzydy



2
3

22
16cos6   sin 2

0

2   tdttx

2.合一投影法

【例 5.2】


 zdxdyydzdxxdydz ，其中是曲面 22 yxz  在第一卦限中 10  z 部分的下侧.

解 在 xoy面的投影区域为 xyD ＝ 0,0,1),( 22  yxyxyx 。

用合一投影法计算。

因为 22 yxz  ， x
x
z 2



， y
y
z 2



。得到
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


 zdxdyydzdxxdydz ＝  
xyD

dxdyyxyyxx )]()2()2([ 22

＝ dxdyyx
xyD

)( 22  ＝  dd
xyD
 2 ＝ 

1

0

32
0




dd ＝
8

。

【练习 2】-合一投影法

1. 


 zdxdydzdxyx )( 22 ，其中是锥面 22 yxz  上满足 0x ， 0y ， 1z 的那一部分的

下侧.

解 用合一投影法

因为 22 yxz  （ 0, 0,0 1x y z    ）取下侧，在 xoy面的投影区域为

xyD ＝ 2 2( , ) 1, 0, 0x y x y x y    ，而
22 yx

x
x
z







，
22 yx

y
y
z







，于是




 zdxdydzdxyx )( 22 ＝ 2 2 2 2

2 2
[( )( ) ]

xyD

yx y dzdx x y dxdy
x y

    




＝ 2 2( 1)
xyD

y x y dxdy  ＝ ( sin 1)
xyD

d d      

＝
1 3 22

0 0
( sin )d d



      ＝
64

1 
 。

2. 


 zdxdydydzz)2( ，其中是锥面 22 yxz  （ 10  z ）的部分的下侧.

解 因为由一个方程 22 yxz  （ 10  z ）表示，用合一投影法计算。

在 xoy面的投影区域为 xyD ＝ 1),( 22  yxyx ，而

22 yx
x

x
z







，
22 yx

y
y
z







；

于是 


 zdxdydydzz)2( ＝  





xyD

dxdyyx
yx

xyx ]))(2[( 22
22

22

＝  




xyD

dxdy
yx

xyx ))(2(
22

22 － dxdyyx
xyD
  22 ，

考察右端第一个积分， xyD 关于 y轴对称，被积函数关于变量 x是奇函数，故

 




xyD

dxdy
yx

xyx ))(2(
22

22 ＝0；

再看第二个积分， xyD 在极坐标中表示为 10   ，  20  。
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故 dxdyyx
xyD
  22 ＝  dd

xyD
  ＝ 


dd 

1

0

22

0
＝ 

3
2

。

所以 


 zdxdydydzz)2( ＝0－ 
3
2

＝
3

2
 。

3. 


 dxdyzzyxfdzdxyzyxfdydzxzyxf ]),,([]),,(2[]),,([ ，其中 ),,( zyxf 为连续函数，

是平面 1 zyx 在第四卦限部分的上侧.

解 在上， yxz 1 。由于取上侧，所以在任意一点处的单位法向量

0n ＝ )1,,(
1

1
22 yx
yx

zz
zz




＝ )1,1,1(
3

1
 。

由两类曲面积分的关系，有




 dxdyzzyxfdzdxyzyxfdydzxzyxf ]),,([]),,(2[]),,([

＝ dSzzyxfyzyxfxzyxf


 }cos]),,([cos]),,(2[cos]),,({[ 

＝ dSzzyxfyzyxfxzyxf }]),,([]),,(2[]),,({[
3

1





＝ 


 dSzyx )(
3

1
＝ 



dS
3

1
＝ 

3
1

的面积＝
2
3

3
1
 ＝

2
1
.

+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++

六、高斯公式

名称 主要内容

高斯公式

设 ),,(),,,(),,,( zyxRzyxQzyxP 在闭域上具有一阶连续偏导数，则





















 RdxdyQdzdxPdydzdv

z
R

y
Q

x
P

其中是闭域的边界曲面，且取外侧.

设向量场 ),,(),,(),,(),,( zyxRzyxQzyxPzyxA 

向量场 A 通过曲面 
流向指定侧的通量




 RdxdyQdzdxPdydz

向量场 A的散度 div A
z
R

y
Q

x
P











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【知识 6】计算









 高斯公式法

合一投影法

分面投影法

.3

.2

.1
RdxdyQdzdxPdydz

高斯公式的用法：












挖洞眼封闭，不连续

补面不封合，连续
直接用高斯公式封合，连续

.3

.2
.1

1.闭合且连续

【例 6.1】计算曲面积分 dxdyzdzdxydydzx 333 


，其中为球面 2222 Rzyx  的外侧.

解 已知， 3P x ， 3Q y ， 3R z ， 2 2 23( )P Q R x y z
x y z

  
    

  
，

由高斯公式， dxdyzdzdxydydzx 333 


＝ 2 2 23( )x y z dv


  ＝ 2 23 sinr r drd d  




＝
2 4

0 0 0
3 sin

R
d d r dr

 
     ＝

5

3 2 2
5
R   ＝ 5

5
12 R 。

【练习 1】闭合且连续-直接用高斯公式

1.(1)计算 


 xydxdyydzdxxdydzzyx 223 2)( ，其中是由坐标面和平面 ax  ， ay  ， az 

所围成的正方体的表面的外侧， a为正数.

解 


 xydxdyydzdxxdydzzyx 223 2)( 2 2(3 2 )x x dv


  2

0 0 0

a a a
dz dy x dx    ＝

5

3
a

.

(2)计算曲面积分 ( ) ( )x y dxdy y z xdydz


   ，其中为柱面 122  yx 及平面 0z ， 3z 所

围成的空间闭区域的整个边界曲面的外侧.

解 xzyP )(  ， 0Q ， yxR  。有 zy
x
P





， 0


y
Q

， 0


z
R

。

( ) ( )x y dxdy y z xdydz


   ＝  y z dxdydz


 0 zdxdydz


  
2 1 3

0 0 0
d rdr zdz


   

1 92
2 2

    ＝ 
2
9

 .

(3)计算 


 zdxdyxdydzzyx 222 )( ，其中 为球面 2222 azyx  的外侧.

解 


 zdxdyxdydzzyx 222 )( ＝ 


 dvxzy )( 222

＝ 
a

drrrdd
0

22

0

2

0

)sin( 


＝ 55

5
4

5
122 aa   .

（4）计算向量 kzjyixA


333  穿过曲面: 2222 azyx  )0( a 流向外侧的流量.
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解 A dS


  
 

 3 3 3x dydz y dzdx z dxdy


   ＝ 2 2 23( )x y z dv


 

＝ 2 23 sinr r drd d  


 ＝
2 4

0 0 0
3 sin

a
d d r dr

 
     ＝

5

3 2 2
5
a   ＝ 512

5
a .

2.(1)   yzdxdyxydzdxzxdydz : 222 Ryx  ， 0z  ， hz  所围成立体表面外侧.

解   yzdxdyxydzdxzxdydz  z x y dxdydz


   zdxdydz


 
2

0 0 0

R h
d rdr zdz


    2 21 12

2 2
R h   2 2

2
R h

 .

(2)计算 2 2 2I x dydz y dzdx z dxdy


   ，其中是球面 2 2 2 2( )x y z R R    的外侧.

解 利用高斯公式 2 2 2I x dydz y dzdx z dxdy


  
＝ (2 2 2 )x y z dv



  ＝ 2zdv

 （利用对称性）

2 2cos 22
0 0 0

cos sind d r r dr
 

       ＝
4
3
 .

（3）计算积分 2 2 2x dydz y dzdx z dxdy


  ，其中是锥面 222 zyx  与平面 hz  所围空间区

域（ hz 0 ）的表面，方向取外侧.

解 利用高斯公式 2 2 2x dydz y dzdx z dxdy


 
＝ (2 2 2 )x y z dv



  ＝ 2zdv

 （利用对称性）

＝
2

0 0
2

h h

r
d rdr zdz


   ＝ 4

2
h

.

(4)计算曲面积分 dxdy
z

dzdx
y

dydx
x 222 1

1
1

1
1

1










，其中为锥面

22 yxz  及平面 1z 所围成的立体的表面外侧.

解 由高斯公式 dv
z
z

y
y

x
xI ]

)1(
2

)1(
2

)1(
2[ 222222 











 


，

由对称性， 






dv
x
x

22 )1(
2 0

)1(
2

22 






dv
y
y

，








dv
z
z

22 )1(
2 dz

z
zdd  

1

0 22

1

0

2

0 )1(
2


＝   dz

11

0 21
12  

＝ 


 d)
1

1
2
1(2 2

1

0 
 ＝ 1

0
22 )]1ln(

2
1

4
1[2   ＝ ]2ln

2
1[  .
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2.(1)计算 2 2( )I x y z dydz


  ，其中是球面 2222 Rzyx  的外侧.

解 利用高斯公式 2 2( )I y z dv


 

＝ 2 2 2 2 2 21[ ( ) ( ) ( ) ]
3

y z dv z x dv x y dv
  

       （利用对称性）

＝ 2 2 22 ( )
3

x y z dv


  ＝ 2 22 sin
3

r r drd d  




＝
2 4

0 0 0

2 sin
3

R
d d r dr

 
     ＝ 5 52 1 82 2

3 5 15
R R     .

(2)设 f 具有连续偏导数，求

zdxdydzdx
y
xf

x
dydz

y
xf

y
I 











 



)
3
3(

3
1)

3
3(

3
1

，

其中是由曲面 22 yxz  及 228 yxz  所围的立体表面的外侧.

解 令 )
3
3(

3
1







y
xf

y
P ， )

3
3(

3
1







y
xf

x
Q ， zR  。

则 )]
3
3([

3
1













y
xf

xyx
P

＝ )
3
3(

)3(
1 '

2 


 y
xf

y
，

)]
3
3([

3
1













y
xf

yxy
Q

＝ )
3
3(

)3(
1 '

2 





y
xf

y
，

1


z
R

。

因此，由高斯公式，得 













 dxdydz

y
xf

yy
xf

y
I ]1)

3
3(

)3(
1)

3
3(

)3(
1[ '

2
'

2 


 dxdydz。

而在 xyD 上的投影区域为： 422  yx ，

I 


dxdydz＝ 


dzdd  ＝ 
 2

2

82

0

2

0






 dzdd

＝  d)28(2 22

0
 ＝ 2

0
42 )

4
12(4   ＝ 16 .

(3)计算 dydz
y
xf

y
dzdx

y
xf

x
zdxdy )(1)(1




，其中 )(uf 有连续导数，是由柱面 422  yx ，

22yz  及平面 0z 所围立体表面内侧.

解 因为 )(1
y
xf

y
P  ， )(1

y
xf

x
Q  ， zR  ，
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z
R

y
Q

x
P












＝ )(1 '
2 y

xf
y

)(1 '
2 y

xf
y

 ＋1＝1，

而闭曲面是对内侧积分，由高斯公式有

dydz
y
xf

y
dzdx

y
xf

x
zdxdy )(1)(1




＝ 


 dv＝ 


 dzdd 

＝ 
2

0

2

0

2

0


 dzdd ＝ 

2

0

32  d ＝ 8 .

(4)计算 3 3 31 1[ ( ) ] [ ( ) ]y yf z dxdy f y dzdx x dydz
y z z z

    ，其中 )(uf 有连续导数， 是由锥面

2 2x y z  与球面 2 2 2 2 2 21, 4x y z x y z      所围立体表面外侧.

解 由高斯公式有

3 3 31 1[ ( ) ] [ ( ) ]y yf z dxdy f y dzdx x dydz
y z z z

   

＝  2 2 23 x y z dv


  ＝ 2 23 sinr r drd d  




＝  
32 2 44

0 0 1

93 sin 2 2
5

d d r dr


       .

2.不闭合，但连续——补面

【例 6.2】计算 zdxdydydzzx 


)3( ，其中为有向曲面 22 yxz  )10(  z ，其法向量与 z

轴负向的夹角成锐角.

解 设 1,1: 22
1  yxz ，上侧

zdxdydydzzx 


)3( ＝ zdxdydydzzx 


)3(
1

－ zdxdydydzzx 


)3(
1

zdxdydydzzx 


)3(
1

＝ dv
z
R

y
Q

x
P )(















dv


 4  24
1

0
  zdz ，

zdxdydydzzx 


)3(
1

  
D

d ，

所以 zdxdydydzzx 


)3(   2 .

【练习 2】不闭合，但连续——补面

1.(1)计算曲面积分 


 dxdyzydzdxxdydz )1(32 ，其中为锥面 22 yxz  （ 10  z ）的

下侧.

解 补上平面 1 ： 1z （ 122  yx ）取上侧。由题设知， xP  ， yQ 2 ， )1(3  zR ，
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6321 











z
R

y
Q

x
P

，

利用高斯公式  
 

 dxdyzydzdxxdydz )1(32)(
1

＝ 


dv6 ＝  2
3

6  。

利用合一投影法计算 



1

)1(32 dxdyzydzdxxdydz 。

因为 1z ， 0







y
z

x
z

，所以 



1

)1(32 dxdyzydzdxxdydz ＝0。

故




 dxdyzydzdxxdydz )1(32

＝  
 

 dxdyzydzdxxdydz )1(32)(
1

－ 



1

)1(32 dxdyzydzdxxdydz

＝ 2 .

(2)计算 


 dxdyxxdzdxxydydz 2 ，其中上 224 yxz  的上侧.

解 补上平面 1 ： 0z （ 422  yx ）取下侧。而 xyP  ， xQ  ， 2xR  ，

yy
z
R

y
Q

x
P











 00 ，

由高斯公式，有  
 

 dxdyxxdzdxxydydz 2

1

)( ＝ 


ydv＝0。

（因为关于 xoz面对称，被积函数关于变量 y是奇函数。）





1

2dxdyxxdzdxxydydz ＝ 
xyD

dxdyx2 ，

其中 xyD 是圆域 422  yx 。因为 xyD 关于直线 xy  对称，所以


xyD

dxdyx2 ＝ 
xyD

dxdyy2 ＝  
xyD

dxdyyx )(
2
1 22

＝ 


dd  
2

0

22

02
1

＝ 2
0

4

4
12

2
1   ＝ 4 .

2.(1)计算
2

2 2sin( )
2
x dydz xz dzdx z dxdy



  ，其中为 2 2z x y  在 0, 1z z  之间的下侧.

解 补平面  2 2
1 : 1, 1z x y    取上侧，由 １和 所围成，取外侧。由高斯公式得

1

2 1 1

0 0
( 2 ) 2 2 2

r
x z dv zdv zrdrd dz d rdr zdz


 

   

          
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1 2

0

1 12 (1 ) 2 ( )
2 4 2

r r dr       。

又
1

2
2 2sin( )

2 D

x dydz xz dzdx z dxdy dxdy 


     ，

原积分＝
2 2
    .

(2)计算曲面积分 dxdyzxdzdxyzdydzxy )()()( 222 


，其中为抛物面

222 yxz  位于 xoy面上方的部分的上侧.

解 补上平面 2 2
1 : 0, ( 2)z x y    ，取下侧， 1  构成闭曲面，所以

1 

   ( 1 1 1)dv


   ＝ 3 dv


  ＝
2 22

0
3

xy

x y

D

dxdy dz
 

   ＝ 2 23 (2 )
xyD

x y dxdy  

＝
2 2 2

0 0
3 (2 )d d


      ＝ 6 。

而
1

2 2 2( ) ( ) ( )y x dydz z y dzdx x z dxdy


     ＝ 2

xyD

x dxdy ＝
2 2 2

0 0
( cos )d d


      

＝
2 22 3

0 0
cos d d


       ，

所以 dxdyzxdzdxyzdydzxy )()()( 222 


＝ 6 ( ) 5       。

3.(1)计算 


 zdxdydydzzx )2( ，其中为有向曲面 22 yxz  （ 10  z ），取上侧.

解 利用高斯公式计算。由于曲面不是闭曲面，因此补上 1 ： 1z （ 122  yx ）取下侧， 1 在

xoy平面的投影区域为 xyD ＝ 1),( 22  yxyx ，则




 zdxdydydzzx )2( ＝ 



1

)2( zdxdydydzzx － 



1

)2( zdxdydydzzx

由高斯公式（ 1 构成的闭曲面是对内侧积分），





1

)2( zdxdydydzzx ＝ 


 dv)12( ＝ 
11

0

2

0 2
3




 dzdd

＝  
1

0

3)(6  d ＝ 
2
3

 ；





1

)2( zdxdydydzzx ＝ 
xyD

dxdy＝  ；

于是 


 zdxdydydzzx )2( ＝ 
2
3

 －（  ）＝
2


 .



高等数学（下） 第十一章 曲线积分与曲面积分

第 24 页 共 28 页

(2)计算曲面积分 3 3 22 2 3( 1)x dydz y dzdx z dxdy


   ，其中为曲面 2 21z x y   （ 0z  ）的上

侧.

解 补上平面 1 ： 0z  （ 122  yx ）取下侧，利用高斯公式

原式＝
1

3 3 22 2 3( 1)x dydz y dzdx z dxdy


   －
1

3 3 22 2 3( 1)x dydz y dzdx z dxdy


  
记

1

3 3 2
1 2 2 3( 1)I x dydz y dzdx z dxdy



   

1

3 3 2
2 2 2 3( 1)I x dydz y dzdx z dxdy



   

 2 2
1 6I x y z dv



   （利用柱坐标计算）

22 1 1 2

0 0 0
6 ( ) 2

r
d dr r z dz


 


    

 
2 2

2
1

3 3
x y

I dxdy 
 

    ，

所以 原式＝ 2 3     .

(3)计算曲面积分 


 zdxdydydzzx )2( ，其中为 22 yxz  （ 10  z ）上侧.

解 补上平面 1 ： 1z （ 122  yx ）取下侧。与 1 构成闭曲面，且对内侧积分。则




 zdxdydydzzx )2( ＝ 


( 



1





1

)2)( zdxdydydzzx

＝ 



（内侧）1

)2( zdxdydydzzx ＋ 



上侧）(1

)2( zdxdydydzzx 。 （1）

利用高斯公式计算 



（内侧）1

)2( zdxdydydzzx ＝ dxdydz
z
z

x
zx ])2([

 








= 


 dzdd 3 = 
11

0

2

0 2
3




 dzdd =  

1

0

2 )1(6  d =
2

3
 。（2）

利用合一投影法计算 



上侧）(1

)2( zdxdydydzzx ，因为 1z ， 0


x
z

。所以





上侧）(1

)2( zdxdydydzzx = dxdyx
xyD

]10)12([  ＝ xyD 的面积＝ 。 （3）

将（2）、（3）式代入（1）式，有




 zdxdydydzzx )2( ＝
2

3
 ＋ ＝

2


 .

3.闭合，但不连续
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【例 6.3】计算

 
3

2 2 2 2

xdydz ydzdx zdxdy

x y z

 

 
 ，其中为球面 2222 azyx  的外侧.

解 为闭曲面，用的方程简化被各函数后再用高斯公式

原式＝ 3

1 xdydz ydzdx zdxdy
a 

  ＝ 3

3 dv
a 
 ＝ 3

3

3 4 4
3
a

a
   .

【练习 3】闭合，但不连续——“挖洞”或化简

1. 计算 dxdy
r
zdzdx

r
ydydz

r
x

333 


，其中 222 zyxr  ，：球面 2222 azyx  的外侧.

解 因为
222 zyx

xP


 在 )0,0,0( 处无定义，不满足高斯公式的条件，因而不能直接用高斯公

式。但注意到在上 azyxr  222 ，代入曲面积分表达式中，

dxdy
r
zdzdx

r
ydydz

r
x

333 


＝ zdxdyydzdxxdydz
a




3
1

（此时用高斯公式）

＝ 


 dv
a

)111(1
3 ＝ 3

3 3
43 a

a
 ＝ 4 .

2.计算
2

2 2 2

xzdydz yzdzdx z dxdy
x y z

 

 
 ，其中为半球面 2 2 2z R x y   的上侧.

解 利用曲面方程代入被积函数化简得

原式＝
2xzdydz yzdzdx z dxdy

R

 


由于曲面不是闭曲面，因此补上 1 ： 0z  （ 2 2 2x y R  ）取下侧， 1 在 xoy平面的投影区域为

xyD ＝ 2 2 2( , )x y x y R  ，则

2xzdydz yzdzdx z dxdy
R

 


＝
1

2xzdydz yzdzdx z dxdy
R

 
 －

1

2xzdydz yzdzdx z dxdy
R

 


＝  1 2z z z dv
R

  －０

＝
4 zdv
R 
 ＝

2 2 32
0 0 0

4 cos sin
R

d d r r dr R
R


        .
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七、斯托克斯公式

名称 主要内容

斯 托 克 斯

公式

设 ),,(),,,(),,,( zyxRzyxQzyxP 在曲面上具有一阶连续偏导数，则

 
Γ

RdzQdyPdx 














232 zxy
zyx

dxdydzdxdydz













Σ

232

coscoscos

dS

zxy
zyx



其中是曲面的边界曲线，的方向与的侧符合右手系法则.

设向量场 ),,(),,(),,(),,( zyxRzyxQzyxPzyxA 

向量场 A 沿曲线  按

所取方向的环流量
  RdzQdyPdx

向量场 A的旋度 rotA k
y
P

x
Qj

x
R

z
Pi

z
Q

y
R )()()(
























【知识 7】空间曲线积分：1.直接曲线积分法；2.斯托克斯公式.

【例 7.1】计算曲线积分 


 xdzzdyydx ，其中为圆周 2222 azyx  ， 0 zyx ，若从

x轴的正向看去，这圆周是取逆时针方向.

解 取为平面 0x y z   的上侧被所围成的部分，则的面积为 2a ，的单位法向量

0
1 1 1(cos ,cos ,cos ) ( , , )
3 3 3

n    


，

由斯托克斯公式，有




 xdzzdyydx ＝

1 1 1
3 3 3

dS
x y z
y z x



  
   ＝

1 1 1( )
3 3 3

dS


  
 

＝
3
3

dS


  ＝ 23 a 。

【例 7.2】求向量场 A的旋度，设 jyxziyzA )cos()sin(  .
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解

sin ( cos ) 0

i j k

rot A
x y z

z y z x y

  


  
  

  


＝ )0,1,1( 。

【练习 1】利用斯托克斯公式求曲线积分

1.(1)计算曲线积分 


 dzyzxzdyydx 23 ，其中为圆周 zyx 222  ， 2z ，若从 z轴的正向看

去，这圆周是取逆时针方向.

解 取为平面 2z 的上侧被所围成的部分，则的单位法向量

)1,0,0(0 n ，

在 xoy面上的投影区域 xyD 是圆域 422  yx 。

由斯托克斯公式，有




 dzyzxzdyydx 23 ＝ dS

yzxzy
zyx













23

100
＝ 



 dSz )3(

＝  
xyD

dxdy)32( ＝ 225   ＝ 20 。

(2)计算曲线积分 


 dzyxdyyxzdx )()2( ，其中是平面 1
2


zyx 被三个坐标面所截成的

三角形的整个边界，若从 x轴的正向看去，这曲线是取逆时针方向.

解 取为 ABC 的上侧，的单位法向量 0
1 (2,2,1)
3

n 


，由斯托克斯公式




 dzyxdyyxzdx )()2( ＝

2 2 1
1
3

2

dS
x y z
z x y x y



  
  

 



＝
4 4
3 3

dS


  的面积＝
4 1 32 2
3 2 2
   ＝2。

2.(1)计算曲线积分 ( ) ( ) ( )z y dx x z dy x y dz


     ，其中是 2 2 1x y  ， 2x y z   ，从 z轴

正向看去，这曲线是取顺时针方向.

解 由斯托克斯公式，有

I ( ) ( ) ( )z y dx x z dy x y dz


     ＝

dydz dzdx dxdy

x y z
z y x z x y



  
  
  


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＝ 2 2 2
xyD

dxdy dxdy 


     。

(2)计算曲线积分 ( 1) ( 2) ( 3)y dx z dy x dz


     ，其中是圆周 2 2 2 2x y z R   ， 0x y z   ；

若从Ox轴正向看过去，这个圆周是依逆时针方向进行的.

解 依题意， 1, 2, 3P y Q z R x      ，由斯托克斯公式，有

原式＝ dydz dzdx dxdy


   ＝ 3 dxdy


  ＝ 3
xyD

dxdy  ＝ 3 xyD  的面积，

记 S为的面积，由 0x y z   知，
1cos
3

  ，所以 2,
3xy
SD S R  ，

原式＝ 23 3
3
S R   。

3.求向量场 A的旋度，设 kzjyieA xy 2sincos  .

解

zye
zyx

kji

Arot
xy 2sincos










 ＝ ),0,0( xyxe 。


