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第十章 重积分

一、二重积分的概念与性质

【知识 1】利用二重积分的几何意义与性质（计算、估值、比较积分大小、中值定理的应用）

【例 1】(1)根据二重积分的几何意义  
D

dxdxyx 221 =________. 其中 D：x2
+y2

≤1.

【答案】
2
3


(2)估计下列二重积分的值：

（i）  
D

dyxxy )( ,其中D是矩形闭区域 10  x ， 10  y ；

（ii）  
D

dyx )94( 22 ,其中D是圆形闭区域 422  yx ；

解：（i） 10  x ， 10  y ， 2)(0  yxxy ， 22)(0  
DD

ddyxxy 

（ii）圆形闭区域D的面积为  422  ，在D中，

9)(4949 222222  yxyxyx

即 25949 22  yx ，  2525)94(99 22  
DDD

ddyxd ，

即  100)94(36 22  
D

dyx

【练习 1】估值

1.(1)估计下列积分值，设  
D

dyxI )22( 22  3),( 22  yxyxD ，则 .

答案  246  I 。

(2)估计下列积分值，设  
D

yx deI 
22  1),( 22  yxyxD ，则 .

答案  eI  。


D

dyxkf ),(.1 
D

dyxfk ),(   
D

dyxgyxf ),(),(.2  
DD

dyxgdyxf  ),(),(


D

dyxf ),(.3 
1

),(
D

dyxf  21

2

),( DDDdyxf
D

 ，  
D

d.4

 
DD

dyxgdyxfyxgyxf  ),(),(),(),(.5 ，  
DD

dyxfdyxf  ),(),(

 Mdyxfm
D

  ),(.6 Dfdyxf
D

 ),(),(),(.7  ，
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(3)估计下列积分值，设 
D

ydxI 22 sinsin    yxyxD 0,0),( ，则 .

答案 20  I .

★★【例 2】判断下列积分值的大小：  
D

dxdyyxI )(ln3
1 ，  

D

dxdyyxI 3
2 )( ，

  
D

dxdyyxI 3
3 )sin( ，其中D由 0x ， 0y ，

2
1

 yx ， 1 yx 围成，则 321 ,, III 之间的大

小顺序为（ ）

A. 321 III  B. 123 III  C. 231 III  D. 213 III 

解：因为被比较积分的积分区域相同，故可从被积函数来判断，在区域D上， 12/1  yx ，

当 12/1  t 时， ttt  sinln ，从而当 Dyx ),( 时，

333 )()(sin)(ln yxyxyx  ，其中的 "" 只有在边界处才可能取到

所以  
DDD

dxdyyxdxdyyxdxdyyx 333 )()(sin)(ln ，故应选 C.

★★【练习 2】比较积分大小

1.(1) 1 ( )
D

I x y d  ， 2
2 ( )

D

I x y d  ， 3
3 ( )

D

I x y d  ，

Ｄ由 0, 0, 1x y x y    围成，则（ C ）.

（A） 1 2 3I I I  （B） 2 1 3I I I  （C） 1 2 3I I I  （D） 1 2 3I I I 

(2)设 dyxI
D

22
1 cos   ， dyxI

D

)(cos 22
2   ， dyxI

D

222
3 )(cos   ，

其中 }1),{( 22  yxyxD 试比较三个积分的大小（ A ）.

（A） 1 2 3I I I  （B） 2 1 3I I I  （C） 1 2 3I I I  （D） 1 2 3I I I 

(3)设D是由 0x ， 0y ，
10
1

 yx ， 1 yx 围成的平面区域，

 
D

dyxI )sin(1 ，  
D

dyxI )(2 ，  
D

dyxI )ln(3 试比较三个积分的大小（ C ）.

（A） 1 2 3I I I  （B） 2 1 3I I I  （C） 3 1 2I I I  （D） 3 2 1I I I 

【思考题 1】

★★★1.试用二重积分性质证明不等式

2)cos(sin1 22  
D

dyx  ，其中D： 10  x ， 10  y .

证明：

  
DD

dxdxxdydxxdyydyydxdy  21

0

21

0

1

0

21

0

21

0

1

0

22 coscoscoscoscoscos
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  
DDD

dxdxxdyx  )
4

sin(2)cos(sin)cos(sin 22222

当 10  x 时， 1)
4

sin(
2
2 2 

x ，由重积分的性质即得

2)cos(sin1 22  
D

dyx  ，证毕。

★★★2.计算  


D

yx

r
dxdyyxe

r
)cos(1lim

22

20 
，其中D由中心在原点，半径为 r的圆所围成。

解： )cos(
22

yxe yx  在D上连续，由二重积分的中值定理知，在D内至少存在一点 ),(  ，

使得  

D

yx dxdyyxe )cos(
22 2)cos(

22

re    ，于是有

 


D

yx

r
dxdyyxe

r
)cos(1lim

22

20 
＝ )cos(lim

22

0
 


e

r
＝ )cos(lim

22

0
0










e ＝1

+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++

二、二重积分的计算

（一）直角坐标系下（X 型、Y型）

【知识 1】选择合适积分类型

★★【例 3】计算二重积分
2

2
D

x dxdy
y 其中D是由直线 1,,2  xyxyx 所围成的区域.

解
2

2
D

x dxdy
y ＝

2 2
1 21

1x

x

x dx dy
y  ＝

2 2

1

1 9
4

x x dx
x

   
  .

【注】若 f(x y) f1(x)f2(y) D{(x y)| axb c yd} 则 ])([])([)()( 2121 dyyfdxxfdxdyyfxf
d

c

b

a
D

  .

★★【练习 3】选择合适积分类型

1.(1)计算二重积分
D

xdxdy ，其中D :x2
+y2

≤a2
,y≥0.

解
D

xdxdy ＝
2 2

0 0
2

a a x
xdx dy



  ＝ 2 2 3

0

22
3

a
x a x dx a  .

（2）计算 
D

xyd ，其中D为由直线 2 xy 及抛物线 xy 2 所围成的闭区域.

解 
D

xyd ＝  

2

1

2

2

y

y
xydydy ＝ 

2

1

22
22

1 dyyx y
y ＝  

2

1

52 ])2([
2
1 dyyyy

＝ 2
1

6
23

4

]
6

2
3
4

4
[

2
1


yyyy

＝
8
55 。
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(3)计算二重积分  
D

dyx )23( ，其中D是由直线 0x ， 0y ， 2 yx 围成的闭区域.

解 



x

dyyxdxI
2

0

2

0
)23( ＝ dxyxy x 2

0
22

0
)3( ＝ dxxx )224( 22

0
 ＝

3
20

。

（4）计算二重积分 
D

xydye  ，其中D是由 1xy ， 2x ， 2y 围成的闭区域.

解 
2
1

2

2
1

y

xy ydxedyI ＝ 
2

2
1

2
1 dye
y

xy ＝  
2

2
1

2 )( dyee y ＝ 2

2
1

2 )
2
1( eye y  ＝ ee 2

2
1 4  .

2 画出积分区域 并计算下列二重积分
(1) 

D

dyx   其中 D是由两条抛物线 xy   2xy  所围成的闭区域

解 积分区域图如 并且 D{(x y)| 0x1 xyx 2 } 于是


D

dyx   
1

0 2
dyyxdx

x

x 
1

0 2
2
3
]

3
2[ dxyx x

x 55
6)

3
2

3
2(

1

0
44

7
  dxxx 

(2) 
D

dxy 2  其中 D是由圆周 x2y24 及 y 轴所围成的右半闭区域

解 积分区域图如 并且 D{(x y)| 2y2 240 yx  } 于是

 






2

2
4

0
224

0
22

2
2 22

]
2
1[ dyyxdxxydydxy yy

D



15
64]

10
1

3
2[)

2
12( 2

2
2

2
5342   yydyyy 

(3)  
D

dxyx )( 22  其中 D是由直线 y2 yx 及 y2x 轴所围成的闭区域

解 积分区域图如 并且 D{(x y)| 0y2 yxy 
2
1 } 于是

 
2

0 2

223

2

222

0
22 ]

2
1

3
1[)()( dyxxyxdxxyxdydxyx

y
y

y
y

D



6
13)

8
3

24
19(

2

0
23   dyyy 

3.画出积分区域，并计算下列二重积分：

(1)  

D

yx de  ，其中D : 1 yx

(2) 
D

d
x
x sin

，其中D是由 xy  ，
2
xy  ， 2x 所围成的区域

(3)  

D

y dex 
22 ，其中D是以 )0,0( ， )1,1( ， )1,0( 为顶点的三角形闭区域

解：(1)所求= 




1

1

0

1

x

x

yx dyedxe 





1

1

1

0

x

x

yx dyedxe
=

 



0

1

1
1dxee x

x
yx  




1

0

1
1 dxee x

x
yx



高等数学（下） 第十章 重积分

第 5 页 共 26 页

=
 

 
0

1

112 dxee x   
1

0

12 dxee x

0

1

12

2
1








 

e
xe x

1

0

12

2
1





  xeex

e
e 1


(2)所求＝ 
x

x
dydx

x
x

2/

2

0

sin
=  

2

0 2
sin dxx
x
x

=
2

0

cos
2
1





 x = )2cos1(

2
1



(3)所求＝  y y dxexdy
0

21

0

2

=  1

0

3
2

3
dyey y =  

1

0

2 2

6
1 ydey = 



    1

0

2
1

0

2 22

6
1 dyeey yy

=   
   1

0
1 2

6
1 yee =  121

6
1  e

4.(1)设平面薄片所占的闭区域D由直线 2 yx ， xy  和 x轴所围成，它的面密度

22),( yxyx  ，求该薄片的质量.

解：设该薄片的质量为M ,则质量元素  dyxdM ),(

M ＝ 
D

dyx  ),( ＝ 



y

y
dxyxdy

2 221

0
)( ＝ 













1

0

2
2

3

3
dyxyx

y

y

＝

 









1

0

32
3

3
72

3
)2( dyyyy

＝

1

0

43
4

12
7

3
2

12
)2(












 yyy

＝
3
4

(2)计算由四个平面 x0 y0 x1 y1所围成的柱体被平面 z0及 2x3yz6截得的立体的体积
解 四个平面所围成的立体如图 所求体积为

 
D

dxdyyxV )326(  
1

0

1

0
)326( dyyxdx

 
1

0
1
0

2]
2
326[ dxyxyy  

1

0 2
7)2

2
9( dxx 

(3)求由平面 x0 y0 xy1 所围成的柱体被平面 z0及抛物面 x2y26z 截得的立体的体积
解 立体在 xOy 面上的投影区域为 D{(x y)|0x1 0y1x} 所求立体的体积为以曲面

z6x2y2为顶 以区域 D 为底的曲顶柱体的体积 即

 
D

dyxV )6( 22  



1

0

1

0
22 )6(

x
dyyxdx

6
17 

(4)求由曲面 zx22y2及 z62x2y2所围成的立体的体积

解 由







22

22

26
2

yxz
yxz

消去 z 得 x2+2y2=62x2y2 即 x2y2=2 故立体在 xOy 面上的投影区域

为 x2y22 因为积分区域关于 x及 y 轴均对称 并且被积函数关于 x y都是偶函数 所以

 
D

dyxyxV )]2()26[( 2222  
D

dyx )336( 22





22

0
222

0
)2(12

x
dyyxdx 6)2(8

2

0
32   dxx 
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★★（二）利用极坐标计算二重积分

 
)(

)(

2

1

)sin,cos(),(







 dfddyxf

D

★★【例 4】计算二重积分 2 2

D

x y dxdy ，其中 D：x2
+y2

≤4.

解 原式＝
D

r rdrd ＝
2 2 2

0 0

16
3

d r dr

   .

★★【练习 4】利用极坐标计算二重积分

1.(1)计算二重积分  
D

dxdyyx 22 ，其中D是由圆环 2222 byxa  所围成的闭区域.

解 选择极坐标系，D可表示为 ba   ，  20  ，于是

 
D

ddI  
b

a
dd 

2

0
＝ b

a
3

3
12   ＝ )(

3
2 33 ab 


。

(2)计算  

D

yx de 
22

，其中  222),( RyxyxD  .

解 在极坐标系中，积分区域D可表示为 R 0 ，  20  。

 

D

yx de 
22

＝  

D

dde  2

＝  R
ded

0

2

0

2

 
＝ Re 0)

2
1(2

2  ＝ )1(
2Re 。

(3)计算二重积分 dxdye
D

yx  )(2 22

，其中D是由 422  yx 所围成的闭区域.

解
2 2 22 22( ) 2

0 0

x y

D

e dxdy d e d
      

22 2 2
00

1( | )
4
e d

    8( 1)
2
e

  .

2.(1)计算二重积分  2 2ln 1
D

x y dxdy  ，其中D：x2
+y2

≤1,x≥0,y≥0.

解  2 2ln 1
D

x y dxdy  ＝  1 22
0 0

ln 1d r rdr


   

＝      2 2 2 1
0[ 1 ln 1 1 ]

4
r r r

     ＝  2ln 2 1
4


 .

(2)利用极坐标计算二重积分 arctan
D

ydxdy
x

，其中D：1≤x2
+y2

≤4,y≥0,y≤x.

解 原式＝  
2 2 24

0 1

1 1 3( ) 4 1
2 4 2 64D

rdr d rdr
          

(3)设  2221),( eyxyxD  ，将二重积分  
D

dyx 22ln 化为极坐标形式的二次积分，并

计算积分值.
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解  
D

dyx 22ln  
e

rdrrd
1

2

0
ln


 

e
drr

1

2

2
1ln2 ]ln[

11
2 

ee rdrrr

 



  1

2
1 22 ee = )1(

2
2 e

.

3.(1)计算  
D

dxdyyx 22sin ，其中D是由圆 222  yx ， 222 4 yx ， xy  和 0y 所围

成的闭区域.

解 在极坐标系中，D可表示为  2 ，
4

0   ，

I  
D

dd sin ＝ 







2

4
0

sin dd ＝ 





  22 coscos[

4
d ＝ 2

4
3 。

(2)计算 
D

xdxdy，其中D是由圆 axyx  22 )0( a 所围成的闭区域.

解 在极坐标系中，D可表示为  cos0 a ，
22


 ，所以

I 


 
cos

0
2

2

cos
a

dd ＝ 2
2

cos
0

3

3
1cos




  da ＝ 2

2

4
3

cos
3



 da

＝  2
0

4
3

cos
3

2 

da
＝ 3

3

822
1

4
3

3
2 aa 

 。

(3)计算二重积分 2 2

D

x y dxdy ，其中D是由 y轴及圆周  22 1 1x y   所围成的在第一象限

内的区域.

解：

2sin2 2 22
0 0

16
9D

x y dxdy d r dr
 

    
。

【思考题 2】

★★★1.设 ),( yxf 连续，D由 2xy  ， 0y ， 1x 围成， ),( yxf 满足

),( yxf ＝ 
D

dxdyyxfxy ),( ，求 ),( yxf .

解 在D上对 ),( yxf ＝ 
D

dxdyyxfxy ),( 两边积分，

dyxf
D
 ),( ＝ ddxdyyxfxy

D D

]),([  。

由于 dyxf
D
 ),( 是常数，记为 I ，即 I dyxf

D
 ),( 。所以

I dxy
D
 ＋ 

D

dI 。 （1）

D可由不等式表示为 20 xy  ， 10  x ，
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dxy
D
 ＝ 

2

0

1

0

x
ydyxdx ＝ 

1

0 0
2 2

2
1 dxyx x ＝

12
1

2
1 1

0

5  dxx 。 （2）


D

dI ＝ 
2

0

1

0

x
dydxI ＝ I

3
1

。 （3）

将（2）、（3）代入（1）式，得

II
3
1

12
1
 ， 

D

dxdyyxfI ),(
8
1

 。

故 ),( yxf ＝ 
D

dxdyyxfxy ),( ＝
8
1

xy 。

★★★2.(1)计算    
2 2 2

2 2
30

1lim 0
t

x y t

f x y dxdy t
t

 

  ，其中函数 ( )f u 可微，且 (0) 0f  .

解 在极坐标系下  
2 2 2

2 2

x y t

f x y dxdy
 

 ＝
2

0 0 0
( ) 2 ( )

t t
d f r rdr f r rdr


    ，

所以，原式 3 00

2lim ( )
t

t
f r rdr

t



  0

30

2 ( )
lim

t

t

f r rdr

t
 

20

2 ( )lim
3t

f t t
t


0

2 ( ) (0) 2lim (0)
3 3
t

f t f f
t



   .

(2)设函数 )(tf 在 ),(  上连续，且满足

    42222

222

2)( tdxdyyxfyxtf
tyx

 


，求 )(tf 。

解：从积分区域和被积函数的形式可见宜选极坐标计算。

  422)( tddftf
t

 


 ＝
4

0

32

0
)(2 tdfd

t
 


＝

4

0

3 )(4 tdf
t

 

两边求导得
33 4)(4)( ttfttf   ＝  1)(4 3 tft  ，所以

1)(
)(



tf
tf


＝

34t 边积分得  1)(ln1
tf


＝ Ct 4

，

又由题设条件知 0)0( f 代入上式得 0C ,故

 1)(ln1
tf


＝

4t  )(tf ＝  11 4

te


++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++

三、交换二重积分的积分次序

【知识 1】X 型与 Y型互化及其计算
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【例 5】(1)交换二重积分积分次序
1

0 0
( , )

y
dy f x y dx  .

解 所给二次积分的积分区域D可表示为 yx 0 ， 10  y ，

该积分区域又可表示为 1 yx ， 10  x ，故


y

dxyxfdy
0

1

0
),( ＝ 

11

0
),(

x
dyyxfdx .

(2)改变二次积分  
11

0

2

y

x dxedy 的积分次序，并计算积分值.

解  
11

0

2

y

x dxedy ＝  
x

x dyedx
0

1

0

2

＝ dxxe x 
1

0

2

＝ 1
0

2

2
1 xe ＝ )1(

2
1 1 e .

【练习 5】交换积分次序

1.(1)交换二重积分积分次序 
y

y
dxyxfdy

22

0 2
),( .

解 D可表示为 yxy 22  ， 20  y ，

该积分区域又可表示为 xyx 
2
1

， 40  x ，故


y

y
dxyxfdy

22

0 2
),( ＝ 

x

x
dyyxfdx

2
1

4

0
),( 。

(2)交换二重积分积分次序 




22

),(
0

xa

xa

a
dyyxfdx .

解 所给二次积分的积分区域D可表示为 22 xayxa  ， ax 0 ，该积分区域又可

表示为 22 yaxya  ， ay 0 ，故






22

),(
0

xa

xa

a
dyyxfdx ＝ 





22

),(
0

ya

ya

a
dxyxfdy 。

(3)交换二重积分积分次序 
xe

dyyxfdx
ln

01
),( .

解 D可表示为 xy ln0  ， ex 1 ，

该积分区域又可表示为 exe y  ， 10  y ，故


xe

dyyxfdx
ln

01
),( ＝ 

e

e y
dxyxfdy ),(

1

0
。

2.(1)交换二重积分积分次序 
x

x
dyyxfdx

21

0 3
),( .

解 所给二次积分的积分区域D可表示为 xyx  23 ， 10  x ，

将积分区域D分为两个部分，  10,0),( 3
1  yyxyxD ，

 21,20),( 2
2  yyxyxD ，故
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
x

x
dyyxfdx

21

0 3
),( ＝ 

3

0

1

0
),(

y
dxyxfdy ＋ 

 22

0

2

1
),(

y
dxyxfdy 。

(2)交换二重积分积分次序 
y

dxyxfdy
2

0

1

0
),( ＋ 

 y
dxyxfdy

3

0

3

1
),( .

解 D由两个积分分别表示两个积分区域，  10,20),(1  yyxyxD ；

 31,30),(2  yyxyxD ，

将两个合并，考虑先对 y积分，该积分区域又可表示为 xyx  3
2
1

， 20  x ，故


y

dxyxfdy
2

0

1

0
),( ＋ 

 y
dxyxfdy

3

0

3

1
),( ＝ 

 x

x
dyyxfdx

3

2
1

2

0
),( 。

3.(1) 
x

x
dy

y
ydx sin1

0

（2）  
y

y
x
y

y
x
y

dxedydxedy
1

2
1

2
1

2
1

4
1

解：（1）因为
y
ysin
，

ye
1

与
y
1sin 的原函数都不是初等函数，所以不能先对 y 积分，必须交换积分顺序，积分区域如图，


x

x
dy

y
ydx sin1

0
＝ 

y

y
dxdy

y
y

2

1

0

sin
＝   

1

0

2sin dyyy
y
y

＝  
1

0

1

0
sinsin ydyyydy ＝  10cos y + 

1

0
cos yyd

＝1- 1cos +  10cos yy - dyy
1

0
cos ＝1-  10sin y ＝ 1sin1

（2）原式＝ 
x

x
x
y

dyedx
2

1

2
1 ＝  







1

2
1

2

dxex
x

x

x
y

＝   
1

2
1 dxeex x

＝ 







 2

1

4
3

2
1 ee

【思考题 3】

★★★1.（2004 年数学一）设 )(xf 为连续函数， )(tF ＝ 
t

y

t
dxxfdy )(

1
，则 )2(F  等于（ ）

（A） )2(2 f （B） )2(f （C） )2(f （D）0

解：交换积分次序 )(tF ＝ 
xt

dyxfdx
11

)( ＝  
t

dxxxf
1

)1)(( 应用变上限积分的求导公式有

)1)(()(  ttftF ，所以 )2(F  ＝ )2(f 。应选 B

【知识 2】直角坐标系与极坐标系互化

【例 6】 (1)化二重积分 
 22

00
),(

xaa
dxyxfdy 为极坐标下的二次积分.

解积分区域D是以原点为圆心，以 a为半径的圆在第一象限部分，所以在极坐标下










2

0,0),(  aD ，于是



高等数学（下） 第十章 重积分

第 11 页 共 26 页


 22

00
),(

xaa
dxyxfdy ＝ 



dfd
a

)sin,cos(
0

2
0  。

(2)计算二次积分 )0(,)(
22

0

22

0



adxyxdy

yaa
.

解  
D

dyxI )( 22 


rdrdrd
a

  0

22
0

4

8
a

 .

【练习 6】直角坐标系与极坐标系互化

1.(1)化二重积分 




21

1

1

0
),(

x

x
dyyxfdx 为极坐标下的二次积分.

解 积分区域D可表示为 211 xyx  ， 10  x ，

在极坐标下，D表示为 1
sincos

1






，

2
0   ，于是






21

1

1

0
),(

x

x
dyyxfdx ＝  

1

)sin(cos
2

0 1
)sin,cos(





 dfd 。

(2)化二重积分  
x
x dxyxfdx
2

221

0
)( 为极坐标下的二次积分.

解 在极坐标下，D表示为：



cos

10  ，
42

1arctan   ，于是，

 
x
x dxyxfdx
2

221

0
)( ＝  



 cos
1

0
4

2
1arctan

)sin,cos( dfd 。

(3)（2006 年数学一、二）设 ),( yxf 为连续函数，则 
1

0
4

0
)sin,cos( rdrrrfd 



＝（）

（A） 
 21

2
2

0
),(

x

x
dyyxfdx （B） 

 21

0
2
2

0
),(

x
dyyxfdx

（C） 
 21

2
2

0
),(

y

y
dyyxfdx （D） 

 21

0
2
2

0
),(

y
dyyxfdx

解：题设积分区域为D :
4

0   , 10  r 于是根据极坐标变换，易得


1

0
4

0
)sin,cos( rdrrrfd 



＝ 
 21

2
2

0
),(

y

y
dyyxfdx 。故应选（C）

2.(1)计算
2

2 21 2

0

y x y

y
dy e dx

   .

解 由给出的二次积分知，积分区域D可表示为 22 yxy  ， 10  y 。

选择在极坐标中计算此二重积分，D又可表示为 20   ，
4

0   ，于是

dxedy
y

y

yx
 

2
2221

0
＝ 

2

0
4

0

2

 


ded ＝ 2
0

2

2
1

4
 e ＝ )1(

8
2 e

。
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(2)计算二次积分 )0(,)(
22

0

22

0



adxyxdy

yaa
.

解  
D

dyxI )( 22 


rdrdrd
a

  0

22
0

4

8
a

 。

(3)计算二次积分 dyyxdx
x







24

0

222

2
.

解 利用极坐标 原式＝

32 2 2
00 0

8
3 3
rd r dr


      .

++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++

四、计算三重积分（直角坐标、柱面坐标、球面坐标）

（一）【直角坐标】

1.【投影法】“先一后二”

【例 7】计算三重积分 dxdydzx


，其中是由坐标面 0x ， 0y ， 0z 及平面 1 zyx 所

围成的四面体.

解 在 xoy面上的投影区域 xyD 为三角形闭区域

xyD ＝ 10,10),(  xxyyx ，

的下边界曲面是 0z ，上边界曲面是 yxz  1 。

dxdydzx


＝ 
 yxx
dzdyxdx

1

0

1

0

1

0
＝ 




x
dyyxxdx

1

0

1

0
)1(

＝  
1

0

1
0

2 ])1(
2
1[ dxyxx x ＝  

1

0

2)1(
2
1 dxxx ＝

24
1

。

【练习 7】投影法

1.(1)计算 


dxdydzzxy 32 ，由曲面 xyz  ， xy  ， 1x ， 0z 围成.

解 选择直角坐标，可表示为 xyz 0 ， xy 0 ， 10  x 。于是




 dxdydzzxyI 32 ＝ 
xyx

dzzxydydx
0

32

0

1

0
＝ 

x xydyzxydx
0 0

421

0 4
1

＝ 
x

dyyxdx
0

651

04
1

＝ 
1

0 0
75

7
1

28
1 dxyx x ＝ 1

0
13

1328
1 x


＝
364

1
。

(2)计算 xzdxdydz

  其中是由平面 z0 zy y1以及抛物柱面 yx2所围成的闭区域

解 积分区域可表示为

{(x y z)| 0zy x2y1 1x1}

于是 xzdxdydz

 

y

x
zdzdyxdx

0

11

1 2 
1 21

1 2 2
1

x
dyyxdx
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0)1(
6
1 1

1
6   dxxx 

2(1)计算 3)1( zyx
dxdydz



  其中为平面 x0 y0 z0 xyz1 所围成的四面体

解 积分区域可表示为

{(x y z)| 0z1xy 0y1x 0x1}

于是 3)1( zyx
dxdydz



 






yxx
dz

zyx
dydx

1

0 3
1

0

1

0 )1(
1








x

dy
yx

dx
1

0 2
1

0
]

8
1

)1(2
1[ dxx

x 



1

0
]

8
1

8
3

)1(2
1[

)
8
52(ln

2
1

 

提示 


 3)1( zyx
dxdydz







yxx
dz

zyx
dydx

1

0 3
1

0

1

0 )1(
1


 




x yx dy
zyx

dx
1

0
1
02

1

0
]

)1(2
1[ 







x
dy

yx
dx

1

0 2
1

0
]

8
1

)1(2
1[

dxy
yx

x 


 1
0

1

0
]

8
1

)1(2
1[ dxx

x 



1

0
]

8
1

8
3

)1(2
1[

1
0

2]
16
1

8
3)1ln(

2
1[ xxx  )

8
52(ln

2
1

 

(2)计算 xyzdxdydz

  其中为球面 x2y2z21 及三个坐标面所围成的在第一卦限内的闭

区域
解 积分区域可表示为

}10 ,10 ,10|),,{( 222  xxyyxzzyx

于是 xyzdxdydz

  

 


2 221

0

1

0

1

0

x yx
xyzdzdydx





21

0
221

0
)1(

2
1x

dyyxxydx  
1

0
22)1(

8
1 dxxx

48
1 

3 设有一物体 占有空间闭区域{(x y z)|0x1 0y1 0z1} 在点(x y z)处的密度为

(x y z)xyz 计算该物体的质量

解   


1

0

1

0

1

0
)( dzzyxdydxdxdydzM   

1

0

1

0
)

2
1( dyyxdx

  
1

0

1

0

1
0

2 )1(]
2
1

2
1[ dxxdxyyxy

2
3)1(

2
1 1

0
2  x 

2.【截面法】“先二后一”
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【例 8】计算 


dvz2 ，其中是由锥面 22 yxz  及平面 1z ， 2z 围成的立体.

解 


dvz2 ＝ xdyddzz
zD


2

1

2 ＝  
2

1

22 dzzz  ＝ 2
1

5

5
1 z ＝ 

5
31

。

【练习 8】截面法

1.(1)计算三重积分 dxdydzz


，其中是由锥面 22 yxz  及平面 2z 围成的闭区域.

解 积分区域可表示为  20,),,( 222  zzyxzyx ，

由于 :zD
222 zyx  ，且 zD 的面积 2)( zz   ，

dxdydzz


＝ 
zD

dxdyzdz
2

0
＝  

2

0

2 zdzz ＝ 2
0

4

4
z

＝ 4

(2)计算三重积分 


zdv，其中是球体 25222  zyx 被夹在 3z 和 4z 之间的部分.

解 用先二后一法计算三重积分。 zD  222 25),( zyxyx  ， zD 的面积为 )25( 2z 。




zdv＝ 
zD

dxdyzdz
4

3
＝  

4

3

2 )25( dzzz  ＝ 4
3

42 ]
4
1

2
25[ zz  ＝ 

4
175

。

2.(1)计算 


dxdydzz 2 ，由椭球面 12

2

2

2

2

2


c
z

b
y

a
x

围成.

解 选择直角坐标，用先二后一法计算。

zD 是椭圆 2

2

2

2

2

2

1
c
z

b
y

a
x

 ， zD 的面积为 )1( 2

2

c
zab  。




 dxdydzzI 2

＝ dz
c
zabz

c

c
)1( 2

2
2   ＝ dz

c
zzab

c
)(2 2

4

0

2  ＝ 3

15
4 abc .

(2)计算 zdxdydz

  其中是由锥面 22 yx

R
hz  与平面 zh(R0 h0)所围成的闭区域

解 当 0 zh 时  过 (0  0  z)作平行于 xOy 面的平面  截得立体的截面为圆 Dz 

222 )( z
h
Ryx   故 Dz的半径为 z

h
R  面积为 2

2

2
z

h
R  于是

zdxdydz

  dxdyzdz

zD

h
0  

h hRdzz
h
R

0

22
3

2

2

4
 

（二）【柱面坐标】柱面变换

【例 9】计算 


 dvyx 22 ，其中由 22 yxz  及 22 yxz  围成.

解 由 22 yxz  及 22 yxz  围成的立体在柱坐标系中可表示为
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  z2 ， 10   ，  20  。于是




 dvyx 22 ＝ 


 dzdd  ＝ 







2

1

0

22

0
dzdd ＝  d)(2 21

0

2 

＝ 1
0

54 ]
5
1

4
1[2   ＝

10


。

【练习 9】柱面变换

1.(1)计算 


 dvyx )( 22 ，其中是由柱面 422  yx 及平面 1z ， 2z 所围成的闭区域.

解 是柱面，在柱坐标中可表示为： 21  z ， 20   ，  20  。




 dvyx )( 22 ＝ 


 dzdd  2 ＝  

2

1

2

0

32

0
dzdd 


＝ ))(

4
1(2 2

1
2
0

4
z ＝ 24 。

(2)计算 


 dvyxI )( 22 ，为 22 yxz  与 1z 所围成的空间区域.

解 


 dvyxI )( 22 ＝ 2 d d dz   


 2

2 1 13

0 0
d d dz




     

1 3 2

0
2 (1 )d     6




(3)计算三重积分 


 dvyxI )( 22 ，其中由锥面 22 yxz  平面 1z 所围成的区域.

解： 


 dvyxI )( 22 ＝
10

1 31

0

2

0




 dzrdrd
r

.

2.(1)计算三重积分 dxdydzyxz )( 22 


，其中为上半球体 1222  zyx ， 0z .

解 dxdydzyxz )( 22 


＝ dzddz 


2 ＝ 
 21

0

1

0

32

0


 zdzdd

＝   dz 21
0

21

0

3

2
12  ＝  d)1( 21

0

3  ＝ 1
0

64 ]
6
1

4
1[   ＝

12


。

(2)计算 


xydv，是由圆柱 122  yx 及平面 0x ， 0y ， 0z ， 1z 所围成的闭区域.

解 曲面 222 yxz  及 22 yxz  所围成的立体，在柱坐标中可表示为

10  z ， 10   ，
2

0   。

故 


xydv＝ 


 dzdd  sincos ＝ 
1

0

1

0

32
0

cossin dzdd 


＝
8
1

4
1sin

2
1 1

0
1
0

42
0

2  z


。

3.(1)设Ω是球体 x2
+y2

+z2
≤1位于第一卦限的部分，计算 zdv


 .

解 原式 z rdrd dz


 
21 1

2
0 0 0

r
d rdr zdz






   
21 2 1

00

1
2 2

rr z dr    1 2

0
1

4 16
r r dr 

  
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(2)计算 


zdv，其中由 229 yxz  ， 422  yx 及 0z 围成.

解 由 229 yxz  ， 422  yx 及 0z 围成的立体在柱坐标系中可表示为

290  z ， 20   ，  20  。于是




zdv＝ 


 dzddz  ＝ 
 29

0

2

0

2

0


 zdzdd ＝   dz

29
0

22

0 2
12 

＝  d)9( 22

0
 ＝ 14 。

(3)计算三重积分 


zdv，是由曲面 222 yxz  及 22 yxz  所围成的闭区域.

解 曲面 222 yxz  及 22 yxz  所围成的立体在柱坐标中，可表示为

22 2   z ， 10   ，  20  。




zdv＝ 


 dzddz  ＝ 
 2

2

21

0

2

0






 zdzdd ＝  


dz

2

2
221

0 2
12 

＝  d)2( 421

0
 ＝ 1

0
642 ]

6
1

4
1[   ＝ 

12
7

。

（三）【球面坐标】球面变换

【例 10】计算三重积分 


 dvzyx )( 222 ，其中是由球面 1222  zyx 所围成的闭区域.

解 在球坐标中，可表示为 10  r ，  0 ，  20  ，而被积函数 2222 rzyx  。

于是 


 dvzyxI )( 222 ＝ 


  ddrdrr sin22 ＝ 
1

0

4

0

2

0
sin drrdd


 ＝ 

5
4

5
122  。

【练习 10】球面变换

1.(1)设Ω是由 22 yxz  及 z=1 所围的有界闭区域，计算 2 2 2x y z dv


  .

解 原式 2 sinr r drd d  


 
12 34 cos

0 0 0
sind d r dr


     

 4
40

sin 2 2 1
2 cos 6

d
  


  

(2)计算 dvzyx


 )ln( 222 ，其中： 41 222  zyx ， 0x ， 0y ， 0z .

解 dvzyx


 )ln( 222 ＝  ddrdrr


 sinln 22

＝  
2

1

232
0

2
0

ln
3
2sin drrrdd



 ＝ 
2

1

33ln
9
21

2
drr



高等数学（下） 第十章 重积分

第 17 页 共 26 页

＝ 2
1

3 )]1ln3([
9

rr
＝ )72ln24(

9



。

(3)计算三重积分 


 dvzyx 222 ，其中是由圆锥面
6
  及球面 2r 所围成的位于 xoy

平面上方的立体.

解 在球坐标中，可表示为 20  r ，
6

0   ，  20  ，而被积函数 rzyx  222 。

于是 


 dvzyxI 222 ＝ 


  ddrdrr sin2 ＝ 
2

0

36
0

2

0
sin drrdd




＝ )32(4
4
1)cos(2 46

0  


r 。

2.(1)计算 2 2 2x y z dv


  ,其中Ω是由 x2
+y2

+(z－1)
2
=1 所围的有界闭区域.

解 原式 2 sinr r drd d  


 
2 2cos 32

0 0 0
sind d r dr

 
     

42
0

88 cos sin
5

d


     

(2)计算 


 dvzyx )( 222 ，其中则球面 zzyx 2222  围成.

解 由球面 zzyx 2222  围成的立体在球坐标系中可表示为

cos0  r ，
2

0   ，  20  。于是




 dvzyx )( 222 ＝ 


  ddrdrr sin22

＝ 



cos

0

42
0

2

0
sin drrdd ＝ 



d52
0

)cos2(
5
1sin2 

＝ 2
0

6
6

)cos
6
1(

5
2 

 ＝ 
15
32

。

(3)计算三重积分 


 dxdydzzyx 222 ，： zzyx  222 .

解 在球坐标中 








  20,
2

0,cos0),,( rr ，于是




 dxdydzzyxI 222 ＝ 


  ddrdrr sin2 ＝ 



cos

0

32
0

2

0
sin drrdd

＝  2
0

cos
0

4

4
1sin2


  dr ＝  2

0

4cossin
2



 d ＝
10

cos
5
1

2
2
0

5  

 。
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++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++

五、利用二重积分、三重积分的对称性与被积函数的奇偶性

（一）二重积分的积分区域的对称性与函数的奇偶性

【例 11】(1)设 1D  10,11),(  yxyx ， 2D  10,10),(  yxyx ，

 
1

)cos(sin 2
1

D

dxyxI  ， 
2

2
2

D

dxI  ，则 1I 与 2I 的关系是（ B ）.

（A） 1 2I I （B） 1 22I I （C） 1 24I I （D） 1 2
1
2

I I

(2)计算  
D

dxdyyx )( ，其中  1),(  yxyxD .

解 D关于 x轴、 y轴均对称，而被积函数 yx  关于变量 x、 y均为偶函数。记 1D 是D在第

一象限部分，由对称性，得

 
D

dxdyyx )( ＝  
1

)(4
D

dxdyyx ＝
3
4)(4

1

0

1

0


 x
dyyxdx .

【练习 11】二重积分的积分区域的对称性与函数的奇偶性

1. (1)设有平面区域 D  ayxaxayx  ,),( ， 1D  ayxaxyx  ,0),( ，

则  dxdyyxxy
D

)sincos( （ A ）.

（A） ydxdyosxc
D

sin2
1

 （B） ydxdyx
D


1

2

（C） dxdyyosxcxy
D

)sin(4
1

  （D）0

(2)计算  
D

dxdyyxyfyxxfI )]()([ 2222 ，其中  1),(  yxyxD .

解 积分区域D关于 y轴对称，被积函数 )( 22 yxxf  关于 x是奇函数，

0)( 22 
D

dxdyyxxf ；

同时积分区域D关于 x轴对称，而被积函数 )( 22 yxyf  关于 y是奇函数，

0)( 22 
D

dxdyyxyf ，

故 0I 。

2.(1)计算 I  
D

dxy )2( ，其中 D  xyxyx 2),( 22  .

解 I  
D

dxy )2( ＝ 
D

d2 ＋ 
D

xyd


D

d2 ＝ D2 的面积＝ 2 ； 
D

xyd ＝0。

所以  
D

dxy )2( ＝ 2 。
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(2)计算二重积分  
D

dyx )2( ，其中D是由 22xy  ， 12  xy 围成的闭区域.

解  
D

dyxI )23( ＝ 
D

xd3 
D

yd2 ＝0＋ 
D

yd2 ＝ 
1

4
D

yd .

＝ 
1

2

1

0

2

2
4

x

x
ydydx ＝  

1

0

42 )321(2 dxxx ＝ 1
0

53 )
5
3

3
2(2 xxx  ＝

15
32

。

3.(1)计算  
D

dyxI 2)( ，其中  yyxyxD 2),( 22  .

解 在极坐标系下，D可表示为  sin20  ，  0 。

 
D

dyxyxI )2( 22  
D

dyx )( 22 ＋ 
D

xyd2 ，

因为D关于 y轴对称， 02 
D

xyd 。

 
D

dyxI )( 22 ＝ 



sin2

0

2

0
dd ＝ 

  
0

sin2
0

4

4
1 d

＝ 


d0
4sin4 ＝ 



d 2
0

4cos8 ＝ 
2
3

22
1

4
38  。

(2)设  222),( RyxyxD  ,求 dyxxI
D

)43sin2(
2

  .

解 dyxxI
D

)43sin2(
2

  ＝ 
D

dx 2 ＋ 
D

xdsin2 ＋ 
D

yd3 ＋ 
D

d4 ，

因为积分区域D是圆心在原点的圆，它关于 x轴、 y轴均对称，


D

xdsin2 ＝0， 
D

yd3 ＝0。


D

dx 2 ＝ 
D

dd  2)cos( ＝ 
R

dd
0

32

0

2cos 


＝ Rd 0
42

0

2

4
1cos4 





＝ 4

4
1

22
14 R


＝ 4

4
R

，


D

d4 ＝ D4 的面积＝ 24 R ，故 I 4

4
R

＋ 24 R 。

（二）三重积分的积分区域的对称性与函数的奇偶性

【例 12】(1)设有空间闭区域  0,),,( 2222
1  zRzyxzyx ，

 0,0,0,),,( 2222
2  zyxRzyxzyx ，则有（ C ）.

（A） 
1

xdv＝ 
2

4 xdv （B） 
1

ydv＝ 
 2

4 ydv
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（C） 
1

zdv＝ 
2

4 zdv （D） 
1

xyzdv＝ 
 2

4 xyzdv

(2)计算 


 dvzyx )( ，其中： 1222  zyx ， 0x ， 0y ， 0z .

解 由三重积分的轮换对称性，有




xdv＝ 


ydv＝ 


zdv，




 dvzyx )( ＝ 


zdv3 ＝ 


  ddrdrr sincos3 2

＝ 
1

0

32
0

2
0

cossin3 drrdd 


＝
16


。

【练习 12】

1.(1)设为 1222  zyx ,则三重积分 dxdydz
zyx
zyxz


 


1
)ln(

222

222

值是( A ).

（A）0 （B） （C）
3

4
（D） 2

(2)计算 


xydv，其中是由 222 yxz  及 0z 所围成的闭区域.

解 由曲面 222 yxz  及 0z 所围成的立体，它关于 yoz面对称，而被积函数

xyzyxf ),,( 关于变量 x是奇函数，所以 0I 。

2.(1)计算 


 dvzyx )( ，是由圆柱 122  yx 及平面 0z ， 3z 所围成的闭区域.

解 由圆柱面 122  yx 及平面 0z ， 3z 所围成的立体，它关于 xoz、 yoz面对称，所以

0


ydv ， 0


xdv 。




 dvzyxI )( ＝ 


zdxdydz＝ 
D

dxdyzdz
3

0
＝ 

2
9

2
1 3

0
2  z 。

(2)计算 


 dvzyx 2)( ，其中是由球面 2222 Rzyx  所围成的闭区域.

解 


 dvzyx 2)( ＝ 


 dvzxyzxyzyx )222( 222 ，

是球心在原点，半径为 R的球体，它关于 xoy， yoz， zox面均对称，所以




xydv＝ 


yzdv＝ 


zxdv＝0，于是




 dvzyx 2)( ＝ 


 dvzyx )( 222 ＝ 


  ddrdrr sin22

＝ 
R
drrdd

0

4

0

2

0
sin


 ＝ 5

5
4 R

。

++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++
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六、二重积分、三重积分的应用（求曲面面积、求体积、求质量、求质心等）

（一）【求体积】

【例 13】 (1)求由曲面 22 yxz  及 4z 所围成立体的体积.

解 由曲面 22 yxz  及 4z 所围成的体积在 xoy面的投影 xyD 是以原点为圆心，以 2为半径

的圆， xyD 可表示为   20,20),(  ，由二重积分的几何意义知，


D

dV 4 －  
D

dyx )( 22 ＝ D4 的面积－ 
D

dd  2 ＝ 224  － 


dd 
2

0

32

0

＝ 16 － 2
0

4

4
12   ＝ 8 。

(2)求由上半球面 222 yxz  及上半锥面 22 yxz  所围成的立体体积.

解 )12(
3

4
221

0

2

0

 











dzdddvV .

【练习 13】求体积

1.(1)由曲面
22 yxz  ， 1y ， 0z ，

2xy  所围成的曲顶柱体的体积为（ A ）.

（A）
105
88

（B）
105
44

（C）
105
22

（D）
105
11

(2)求由曲面 0z ， )( 22 yxez  ， 222 Ryx  所围成立体的体积.

解 利用对称性，所求立体的体积为 dxdyeV
xyD

yx  )( 22

4 ，

其中  0,0,),( 222  yxRyxyxDxy 。于是

 


dedV
R

 
0

2
0

2

4 ＝ )1(
2Re 。

(3)求以 2 , 1y x x  所围成的区域Ｄ为底， 2( , )f x y xy 为顶的曲顶柱体的体积.

解
2

1 12 2

1 y
D

V xy dxdy dy xy dx


   
2 61

1

4
2 2 21
y y dy



 
   

 
 。

(4)求由曲面 22 2yxz  及 2226 yxz  所围成立体的体积.

解  
D

dyxV )26( 22 －  
D

dyx )2( 22 ，在 xoy面的投影 xyD 是 222  yx ，

 
D

dyxV )](36[ 22 ＝  
D

dd  ]36[ 2 ＝ 


dd )36( 32

0

2

0

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＝ 2
0

42 )
4
33(2   ＝ 6 。

2.(1)利用二重积分计算由曲面 x+y+z=3,x2
+y2

=1 及 z=0 围成立体的体积.

解  
2

2

1 1

1 1
3

x

x
V dx x y dy



  
    ＝

1 2

0
12 1 3x dx   .

(2)利用二重积分计算由平面 (其中 a,b,c>0)x=0,y=0,z=0 所围立体的体积.

解 (1 )
D

x yV C dxdy
a b

   ＝
(1 )

0 0
1

xa b
a x yC dx dy

a b
    

   ＝
2

0

11
2 6

a b xC dx abc
a

   
  .

(3)利用二重积分计算由下列曲面 z=x2
+y2

,y=1,z=0,y=x2
所围成的曲项柱体的体积.

解  2

1 1 2 2

1 x
V dx x y dy


   ＝

1 2 2 6

0

12 [ (1 ) (1 )]
3

x x x dx   ＝
88

105
.

(4)利用二重积分计算由曲面 z=6－x2
－y2

,x+y=1,x=0,y=0 及 z=0 所围成的曲项柱体的体积.

解  1 1 2 2

0 0
6

x
V dx x y dy


    ＝

1 2 3 3

0

1[6 6 (1 ) ]
3

x x x x dx     ＝
52
6
.

3.(1)求由柱面 2yx  及平面 0z ， xz  1 所围成立体的体积.

解 


 dvV ＝ 




x

y
dzdxdy

1

0

11

1 2
＝  



11

1 2
)1(

y
dxxdy ＝  

1

1

12
2]

2
1[ dyxx y

＝ dyyy )21( 421

0
 ＝

15
8
。

(2)求由 225 yxz  及 zyx 422  所围成立体的体积.

解 利用柱坐标计算。




 dvV ＝ 


dzdd  ＝ 
 2

2
5

4

2

0

2

0






 dzdd ＝  

2

0

2
2 ]

4
5[2  d

＝  
2

0

22 )5(5)
2
1(2  d － 

2

0

3

2
 d

＝ 2
0

42
0

2
3

2

8
])5(

3
2[   ＝ )455(

3
2

 。

（二）、【求曲面面积】

【例 14】求锥面 22 yxz  被柱面 xz 22  所割下的部分曲面的面积.

解 联立两曲面方程，










xz

yxz

22

22

解得 xyx 222  ，所以曲面在 xoy面上的投影区域

 xyxyxD 2),( 22  ，被割曲面的方程为 22 yxz  ，

dS dxdy
y
z

x
z 22 )()(1








 ＝ dxdy2 ，于是所求曲面的面积为
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S  







D

dxdy
y
z

x
z 22 )()(1 ＝ dxdy

D
 2 ＝ D2 的面积＝ 2 。

【练习 14】求曲面面积

1.(1)求锥面 22 yxz  被圆柱面 xyx  22 所截下部分的面积.

解 将所求曲面投影到 xoy面上，投影区域  xyxyxDxy  22),( ， xyD 的面积为
4
  。

由曲面方程 22 yxz  ，有
22 yx

x
x
z







，
22 yx

y
y
z







。

dxdy
y
z

x
zdS 22 )()(1








 ＝ dxdy2 ，

故所求曲面的面积为 
4
222  

xyD

dxdyS 。

(2)求锥面 22 yxz  被球面 2222 2azyx  所割下的部分曲面的面积.

解 锥面被割下部分的面积 S

由于锥面方程 22 yxz  ， 


x
z

22 yx
x


， 


y
z

22 yx
y


，

dxdy
y
z

x
zdS 22 )()(1








 ＝ dxdy2 ，

S＝  







D

dxdy
y
z

x
z 22 )()(1 ＝ 

D

dxdy2 ＝ D2 的面积＝ 22 a 。

(3)求平面 1
c
z

b
y

a
x

被三坐标面所割出的有限部分的面积

解 平面的方程可写为 y
b
cx

a
ccz   所割部分在 xOy 面上的投影区域为

}0 ,0 ,1|),{(  yx
b
y

a
xyxD 

于是 dxdy
b
c

a
cdxdy

y
z

x
zA

DD
2

2

2

2
22 1)()(1 





 

2

2

2

2

2

2

2

2
1

2
11

b
c

a
cabdxdy

b
c

a
c

D

  

2.(1)求球面 x2y2z2a2含在圆柱面 x2y2ax 内部的那部分面积
解 位于柱面内的部分球面有两块 其面积是相同的

由曲面方程 z 222 yxa  得
222 yxa

x
x
z





 

222 yxa
y

y
z





 
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于是 dxdy
y
z

x
zA

axyx









22

22 )()(12 dxdy
yxa

a

axyx


 


22
222

2

  
 2

0

cos

0 22
14

 





a
d

a
da )2(2)sin(4 22

0
  


adaaa 

(2)求底圆半径均为 R的两直交圆柱面所围立体的表面积.

解 设两直交圆柱面方程分别为 222 Ryx  ， 222 Rzx 

由于所求曲面有对称性，只需求圆柱面 222 Rzx  上位于第一卦限部分的表面积 1S ， 116SS 

曲面方程 22 xRz  ， dS dxdy
y
z

x
z 22 )()(1








 ＝ dxdy
xR

R
22 

，其投影区域

 0,0,),( 222  yxRyxyxD 。于是

1S ＝  D

dxdy
xR

R
22

＝ dy
xR

dxR
xRR






22

0 220

1
＝ 2

0
RdxR

R
 ，

故全体表面积 216RS  。

(三)【求质量或质心、转动惯量】

【例 15】（1）设平面薄片所占的区域D是由 2 yx ， xy  和 0y 所围成，它的面密度

22),( yxyx  ，求该薄片的质量.

解 由二重积分物理意义知， 
D

dyxM  ),( ＝  
D

dyx )( 22 ，

D可表示为 yxy  2 ， 10  y ，

所以 M dxyxdy
y

y



2 221

0
)( ＝ dyxyx y

y
 2231

0
]

3
1[ ＝

3
4]

3
72)2(

3
1[ 3231

0
 dyyyy 。

（2）利用三重积分求由曲面 222 yxz  ， 1z 所围成立体的质心（设密度 1 ）.

解 由于密度是常数，的几何形状关于 xoz， yoz面对称，所以 0 yx 。








dv

dvz
z




。

已知 1 ，所以 dvz


 ＝ dvz


＝ dzddz 




＝ 
11

0

2

0 


 zdzdd ＝ 

1

0

12

2
12   dz ＝

4
)1(

1

0

2   d ；

dv


 ＝ vd


＝
3

11
3
1 2   ；
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故







dv

dvz
z




＝

4
3
。 立体的质心坐标是 )

4
3,0,0( 。

【练习 15】求质量或质心、转动惯量

1.(1)已知平面薄片 D由 2xy  及直线 xy  所围成，面密度函数为 yxyx 2),(  ，求其质量.

解  
D

dyxM  ),(
35
1

2

21

0

2   ydyxdxydx
x

x
D

 。

(2)设有一物体，占有空间区域： 10  x ， 10  y ， 10  z ，在点 ),,( zyx 处的密度函数

为 222 zyx  ，计算该物体的质量.

解 dvzyxM )( 222  


＝ dzzyxdydx )( 2221

0

1

0

1

0
 ＝  

1

0

1
0

3221

0
]

3
1)[( dyzzyxdx

＝  
1

0

221

0
)

3
1( dyyxdx ＝1。

(3)设抛物面壳 )(
2
1: 22 yxz  )10(  z ，且上点 ),,( zyx 处的面密度为

221
1

yx 
 ，

求此壳的质量。.

解 )(
2
1: 22 yxz  ， ,x yz x z y  2 2: 2D x y 

2 2

2 2

1 1
1

x y
D x y

M z z dxdy
z z

   
 

 2
D

dxdy   .

2.(1)求位于两圆  sin2 和  sin4 之间的均匀薄片的质心.

解 因为闭区域D关于 y轴对称，且平面薄片是均匀的，所以质心必位于 y轴上，于是

0x ，

且 y由公式
的面积D

yd
y D





计算。


D

yd ＝  dd
D

sin ＝ 







sin4

sin2

2

0
sin dd

＝ 



0

4sin
3

56 d ＝ 2
2

4cos
3

56 

 tdt

＝  2
0

4cos2
3

56 

tdt＝
22

1
4
32

3
56 


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＝ 7 。

因此，
3
7

3
7



y ，所求质心为 )

3
7,0(C 。

(2)求半径为 a、高为 h的均匀圆柱体对于过中心而平行于母线的轴的转动惯量(设密度1)
解 建立坐标系 使圆柱体的底面在 xOy 面上 z 轴通过圆柱体的轴心 用柱面坐标计算

 
 

 dzdrdrdvyxIz  322 )( 42

0 0 0
3

2
1 hadzdrrd

a h



    


