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第十二章 无穷级数

一、常数项级数概念与性质

1.【利用定义法求级数的和】

【例 1】1.判别级数
1
1 5

1
5 9

1
9 13







   的敛散性，若收敛则求级数的和.

2.判别级数
1

3 2
6

n n

n
n





 的敛散性；若收敛则求级数的和.

【练习 1】利用定义法求级数的和

3.下列级数中不收敛的是（ ）.

A. )11(ln
1 nn






B.


1 3
1

n
n C.



 1 )2(
1

n nn
D.







1 4
)1(3

n
n

nn

4.对级数
1

n
n
u




 ， 0lim nn

u


 是级数收敛的（ ）条件.

A.充分 B.充分且必要 C.必要 D.既不充分也不必要

5.设级数
1

n
n

u
¥

=
å 收敛，其和为 2, 则

1

3(2 )
2n n

n

u
¥

=

-å 的和为 ( ).

A.0 B. 1 C. 2- D.+¥

6.下列命题中正确的是 （ ）.

A.若
1

n
n
u




 收敛，

1
n

n
v




 发散，则  

1
n n

n
u v





 发散 B.若
1

n
n
u




 与

1
n

n
v




 都发散，则

1
n n

n
u v





 发散

C.若
1

n n
n
u v





 收敛，则
1

n
n
u




 ，

1
n

n
v




 均收敛 D.若数列{ }nu 有界，则

1
n

n
u




 收敛

7.判别级数
1

1
(2 1)(2 1)n n n



   的敛散性；若收敛则求级数的和.
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8.判定级数 2
1

8
5 6n n n



   的敛散性,若收敛求级数的和.

9.级数     






 21

1
432

1
321

1
nnn

的和. 10级数














1 )1(

1
2
3ln

n
n

n

nn
的和.

2.【判断级数的发散】

【例 2】11.判断级数





1

)11ln(
n n

的敛散性. 12.判别级数
1
( )
1

n

n

n
n



  的敛散性.

【练习 2】【判断级数的发散】

13.判别级数  
1

1
n

n n




  的敛散性. 14.判定级数
1

1
1n n n



  
 的敛散性,若收敛求级数的和.

15.判别级数
1
sin

2n

n


 的敛散性.
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二、正项级数及其审敛法

3.【利用正项级数敛散性的判别法判断级数的敛散性】

【例 3】1.判别级数
 1

1
2n

n
n n






 的敛散性. 2.判别级数 6

1

6n

n n




 的敛散性.

3.判别级数
2

1

1(1 )n
n n





 的敛散性.

【练习 3】正项级数判别法：充要条件、比较、比值、根值法

4.部分和数列 nS 有界是正项级数
1

n
n
u




 收敛的（ ）条件.

A.充分 B.充分且必要 C.必要 D.既不充分也不必要

5.下列命题中正确的是（ ）.

A. 若


1

2

n
nu 与



1

2

n
nv 都收敛，则 2

1
)( n

n
n vu 





收敛 B.若


1n
nnvu 收敛，则



1

2

n
nu 与



1

2

n
nv 都收敛

C.若正项级数


1n
nu 发散，则

n
un

1
 D.若 ),3,2,1(  nvu nn ，且



1n
nu 发散，则



1n
nv 发散

6.设有以下命题：不正确的是（ ）.

A.若 1lim 1n

n
n

u
u



 ，则

1
n

n
u




 发散 B.若

1
n

n
u




 收敛，则 1000

1
n

n
u





 收敛

C.若级数
1

n
n
u




 收敛，且 ( 1, 2, )n nu v n   ，则级数

1
n

n
v




 也收敛

D.若
1
( )n n

n
u v





 收敛，则
1 1

,n n
n n
u v

 

 
  不一定都收敛
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7.下列命题中正确的是（ ）.

A.若 ),3,2,1(  nvu nn ，则 









11 n

n
n

n vu

B.若 ),3,2,1(  nvu nn ，且


1n
nv 收敛，则



1n
nu 收敛

C.若 1lim 


n

n

n v
u

，且


1n
nv 收敛，则



1n
nu 收敛

D.若 ),3,2,1(  nvuw nnn ，且


1n
nw 与



1n
nv 收敛，则



1n
nu 收敛

8.若级数


1n
nu ，



1n
nv 都发散，则（ ）.

A.





1

)(
n

nn vu 发散 B. n
n

nvu


1
发散 C. 






1

)(
n

nn vu 发散 D.





1

22 )(
n

nn vu 发散

9.设正项级数


1n
nu 收敛，则（ ）.

A. 极限
n

n

n u
u 1lim 


小于1 B. 极限

n

n

n u
u 1lim 


小于等于1

C. 若极限
n

n

n u
u 1lim 


存在，其值小于1 D. 若极限

n

n

n u
u 1lim 


存在，其值小于等于1

10. 


1n
nu 为正项级数，下列命题中错误的是( ).

A.如果 1 1lim n

n n

u
u





  ，则


1n
nu 收敛 B.如果 11lim 




n

n

n u
u ，则



1n
nu 发散

C.如果 11 

n

n

u
u

，则


1n
nu 收敛 D. 如果 11 

n

n

u
u

，则


1n
nu 发散

11.判别级数
2 32 2 2 ...

1 3 5
   的敛散性. 12.判别级数

1
(1 cos )

n n




 的敛散性.
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13. 判别级数





1

!2
n

n

n

n
n
的敛散性. 14. 判断级数 



 1 2)12(
1

n
nn

的敛散性.

15.若


1

2

n
na 及



1

2

n
nb 收敛。证明下列级数也收敛：

（1） ;
1



n
nnba （2） ;)(

1

2





n

nn ba （3） .
1



n

n

n
a

(二)一般常数项级数

4.【判断级数绝对收敛、条件收敛】

【例 4】1.判断级数 








 432 24
1

23
1

22
1

2
1

是绝对收敛还是条件收敛，并写出证明过程.

2.判别级数 1

1

1( 1)n
n n






 的敛散性，若收敛，则说明是绝对收敛还是条件收敛.

【练习 4】【判断级数绝对收敛、条件收敛】

3.判断级数  2222 9
1

7
1

5
1

3
11 是绝对收敛还是条件收敛，并写出证明过程.

4. 判别级数





1

2

2sin)1(
n

n

n
n
的敛散性，若收敛，则说明是绝对收敛还是条件收敛.
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5.判定级数
n
n

n

n 1ln)1(
1








是否收敛，若收敛，指出是绝对收敛还是条件收敛.

6.判定级数
)1(

1)1(
1 




 nnn

n 是否收敛，若收敛，指出是绝对收敛还是条件收敛.

7.判别级数 2
1

( 1)1
n

n n





 
 

 
 的敛散性.

三、幂级数

5.【求收敛半径和收敛域】

【例 5】1.求幂级数
1 3

n

n
n

x
n



  的收敛半径及收敛域. 2.求幂级数
1

n

n
n

x
n




 的收敛域.

3.求幂级数
1
! n

n
n x




 的收敛域.
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【练习 5】【求收敛半径和收敛域】

4.求幂级数





1

)1(
n

n
n

n
x

的收敛半径及收敛域. 5.求幂级数
1 3

n

n
n

nx


 的收敛半径及收敛域.

6.求幂级数





1

2)1(
n

n
n

n x
n

的收敛域. 7. 求幂级数
1 5

n

n
n

x
n



  的收敛域.

8.级数
1

( 5)n

n

x
n





 的收敛域（ ）.

A.  4,6 B.  6,4 C.  6,4 D. 4,6

9.幂级数
1

ln( 1) n

n

n x
n





 的收敛半径是 .

10.设幂级数


0n

n
n xa 的收敛半径是 4，则幂级数







0

12

n

n
n xa 的收敛半径是 .

11.幂级数





0

2)1(
n

n
n xa 在处 2x 条件收敛，则其收敛域为 .

12.幂级数


 1

2

)3(2n

n
nn xn

的收敛半径为 .

13.幂级数 2

1
1 3( )n n n

n
x





 的收敛半径是 .
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6.【求幂级数的和函数】

【例 6】1.求幂函数






1

1

n

nnx 的收敛区间及和函数. 2.求级数


1n

n

n
x

在  1,1 内的和函数.

3.求级数
1

( 1)
2nn

n n



 的和.

【练习 6】【求幂级数的和函数】

4.求级数  753 8642 xxxx 的收敛区间，并求和函数.

5.求幂级数 ( ) ( ) 





 1 11

1

n n

n
n n x 在收敛区间 (1,1)内的和函数 S x( ) , 并求 ( )

( )








 1
1

2
1

1

n
n

n

n n
的和.
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6.求


1n

nnx 的和函数 )(xS . 7.求
3 5 7

3 5 7
x x xx    的收敛区间，并求和函数.

8.求 
753

753 xxxx 的收敛区间，并求和函数. 9.求
0 1

n

n

x
n



 

在其收敛域内的和函数.

10.求幂级数






1

1

n

n

n
x

的和函数. 11.求幂级数
4 1

1 4 1

n

n

x
n



  的和函数.

12.求数项级数


 


0 12
)1(

n

n

n
的和. 13. 求级数



1

2

!n n
n

的和.
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四、函数展成幂级数及其幂级数的应用

7.【间接法函数展成幂级数】

【例 7】1.将函数
1( )

3
f x

x



在 1x  处展开成幂级数.

【练习 7】【间接法函数展成幂级数】

2. 将函数
1( )

5
f x

x



展开为 ( 2)x  的幂级数. 3.将

x
1
展开为（x—2）幂级数.

3. 将函数
1( )f x
x

 展开成 2x  的幂级数. 5.将 2

1( )
4 3

f x
x x


 

展开为 ( 1)x  的幂级数.

6.将 2

1( )
4 3

f x
x x


 

展开成 x的幂级数. 7.将 2( ) xf x e 展开成 x的幂级数.
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8.将函数 2sin x展开为 x的幂级数. 9.将 ( ) sin
2
xf x  展开成 x的幂级数.

10.将 ( ) arctanf x x 展开成麦克劳林级数. 11.将 2
1
x

y  在点 00 x 处展开成泰勒级数.

12.求 xxexf )( 在 1x 处的幂级数展开式.

五、傅里叶级数

8.【求傅里叶级数】

1. )(xf 是以周期为 2 的周期函数，它在 ],[  的表达式为

0
( )

0 0
x x

f x
x




  
   

， )(xf 的傅立叶级数的和函数为  S x ，则 )(S =（ ）.

A.
2


 B.  C.0 D.其它值
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【练习 8】【求傅里叶级数】

2.设在区间 ( , )0  内， f x x
x x

( ) sin


 2 ，若 S x( )是 f x( )的以为周期的傅立叶级数展开式的和函数，

则 S( )2 =______ .

3.周期为 2的函数    2 1, 1 1f x x x     ，且    0

1
cos ,

2 n
n

af x a n x x




     ，则 0a  .

4.设函数  f t 是以 2 为周期的周期函数，它在 ,  内的表达式为
0 0

( )
1 0

t
f t

t



  

   
，

将  f t 展开为傅里叶级数，并讨论其收敛性.

5.将函数 ( ) , (0 )f x x x    展开成正弦级数. 6.将函数 ( ) (0 )f x x x    展开余弦级数.
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7.设 )(xf 时周期为 2的周期函数，且
0 1

( )
0 1 2
x x

f x
x

 
   

，写出 )(xf 的傅里叶级数与其和函数，并

求级数


 0
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的和.

8.设函数  
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，不具体将  f x 展为傅里叶级数，

求：（1）  f x 的傅里叶级数在 ],[  中是否收敛；（2）  f x 的傅里叶级数在 1,0,1, 处的和

分别等于多少？

9.将函数 ( ) ,f x x x     展开为傅氏级数.


