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第十一章 曲线积分与曲面积分

一、对弧长的曲线积分

1.【第一类曲线积分化为定积分计算】

【例 1.1】计算  
L

x y ds ，其中Ｌ是抛物线
2y x 上点  0,0 与  1,1 之间的一段弧.

【练习 1】对弧长的曲线积分化为定积分

1. 计算曲线积分 
L

xds，其中 L：
3tx  ， ty  ， 10  t .

2. 计算 ds
yx

z

  22

2

，其中为螺线： tax cos ， tay sin ， atz  （ 20  t ）.

3. 曲线： tx 3 ，
23ty  ，

32tz  ，计算上从 )0,0,0(O 到 )2,3,3(A 的一段弧的弧长.

2.【利用函数定义在曲线上和被积函数为“1”化简计算】

【例 1.2】计算曲线积分  
L

dsyx )( ，其中 L为连接 )0,1( 与 )1,0( 两点的直线段.
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【练习 2】利用函数定义在曲线上和被积函数为“1”化简计算

1.计算曲线积分  
L

ndsyx )( ，其中 L： 1 yx .

2.计算曲线积分  
L

ndsyx )( 22
，其中 L为圆周

222 Ryx  .

3.计算对弧长的曲线积分  
L

n dsyx )( ，其中 L为连接 ( ,0)a 及 (0, )a 两点的直线段.

3.【利用函数的奇偶性和积分线段的对称性】

【例 1.3】计算曲线积分 


dsx2
，其中为圆








0
1222

zyx
zyx

.

【练习 3】利用函数的奇偶性和积分线段的对称性

1.计算曲线积分  
L

dsxyyx )1634( 22
，其中 L： 1

43

22


yx

， A为该椭圆的周长.

2.计算曲线积分 


 dszyxzyx )( 222
，其中：








0

2222

zyx
Rzyx

.
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二、对坐标的曲线积分

【例 2.1】计算 
L

xydx，其中 L为抛物线 xy 2
上从点 )1,1( A 到点 )1,1(B 的一段弧.

【练习 1】第二类曲线积分化为定积分计算

1.计算曲线积分  
L

dyxxydx 22 ，其中 L为抛物线
2xy  上从点 )0,0(O 到点 )1,1(B 的一段弧.

2. 计算曲线积分  


L yx
dyyxdxyx

22

)()(
，其中 L为圆周

222 ayx  （按逆时针方向）.

3.计算曲线积分  
L

ydxxdy 2 ，其中 L为正向圆周 222  yx 在第一象限中的部分.

4.计算曲线积分 


 zdzydyxdx ，其中为从点 )1,1,1(A 到点 )4,3,2(B 的直线段.
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三、格林公式

【例 3.1】 dyyxdxxyx
L

)24()2( 2  ，其中 L是正向椭圆周 12

2

2

2


b
y

a
x

.

【练习 1】格林公式及其应用-1.闭合、连续

1.(1)计算 ( ) ( )
L

x y dx x y dy   ，其中Ｌ为以逆时针方向绕行的椭圆周
2 2

2 2 1x y
a b

  .

(2)利用格林公式计算曲线积分 dyyexxdxeyxxyxyx x

L

x )2sin()sin2cos( 222  ，其中 L为正向星形线

3
2

3
2

3
2

ayx  （ 0a ）.

2.(1)设 L为沿
222 Ryx  逆时针方向一周，用格林公式计算  

L

dyxyydxxI 22
＝（ ）.

（A） 
R

drrd
0

2
2

0



 （B） 
R

drrd
0

3
2

0

cossin4 


（C） 
R

rdrRd
0

2
2

0



 （D） 
R

drrd
0

3
2

0





(2)设 L是 xy 1 表示的闭曲线的正向。则  
L

xdyydx2 .( ).

(A) 2 (B) -2 (C) 1 (D) 0

3.(1) dyyxdxyx
L

)653()42(  ，其中 L为三顶点分别为 )0,0( 、 )0,3( 和 )2,3( 的三角形正向边界

曲线.

(2)计算曲线积分 dyyxdxyx
L

)2()2(  ，其中 L是抛物线
2xy  及直线 xy  所围成的区域的正向边界

曲线.
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【例 3.2】 dyyxdxexy x

L

)]1ln([)( 2  ，其中 L是曲线 xy sin 从点 )0,(A 到 )0,0(O 的一段.

【练习 2】格林公式及其应用-2.不闭合、连续

1.计算 dyyexdxyx y

L

)3()2( 2  ，其中 L是由直线 22  yx 上从点 )0,2(A 到点 )1,0(B 的一段，以及

圆弧
21 yx  上从点 )1,0(B 到点 )0,1(C 的一段连接而成的定向曲线.

2.计算  
L

y dxydyex )
2
1()( sin

，其中 L是位于第一象限中的直线  1  yx 与位于第二象限中的圆弧

 1 22  yx 构成的曲线，方向是由 )0,1(A 到 )1,0(B 再到 )0,1(C .

3. 计算  


L yx
ydxxdyxy

22

22

，其中 L为圆周   222 ayx  的顺时针方向。

2.【验证曲线积分与路径无关，并计算曲线积分】

【例 3.2】验证曲线积分 dyyxdxyxy 22)1,1(

)0,0(
)()21(  在整个 xoy面内与路径无关，并计算积分值.
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【练习 2】验证曲线积分与路径无关，并计算曲线积分

1.验证曲线积分 dyxyyxdxyxy )36()6( 223)4,3(

)2,1(

2  在整个 xoy面内与路径无关，并计算积分值.

2.设曲线积分  
L

dyxyfdxxy )(2
与路径无关，其中 )(xf 可微，且 0)0( f

求 )(xf ，并计算  
)1,1(

)0,0(

2 )( dyxyfdxxy .

3.设 )(xf 可导，且 1)0( f ，若  
L

dyxxfdxxyf ])([)( 2
与积分路径无关，求函数 )(xf .

3.【证明为某二元函数的全微分，并求原函数】

【例 3.3】验证 dyyxdxyx )2()2(  在整个 xoy面内是某个函数的全微分，并求出一个函数 ),( yxu .

【练习 3】证明为某二元函数的全微分，并求原函数

1. 验证在整个 xoy面内， dyxydxyx )43()2( 23  是某个函数 ),( yxu 的全微分，并求出 ),( yxu .

2.验证 dyyeyxxdxxyyx y )128()83( 2322  在整个 xoy面内是某个函数的全微分，并求出一个函数

),( yxu .
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四、对坐标的曲面积分

1.【曲面积分化为二重积分】

【例 4.1】（1）. 已知是
22 yxz  上 1z 的部分曲面， 



 dSz41 ＝（ ）.

(A)  （B） 3 （C） 4 （D） 8

（2）. 


 dSyx )( 22
，其中是锥面

22 yxz  被平面 1z 所截下的部分曲面.

【练习 1】曲面积分化为二重积分

1.设∑为球面 x2+y2+z2=a2在 z≥h 部分，0<h<a,则 


zdS＝（ ）.

(A) rdrrad
ha





22

0

222

0


 (B) rdrrad

ha





22

0

222

0




(C) rdrad
ha

ha





22

22

2

0


 (D) rdrad

ha





22

0

2

0




2. 


zdS3 ，其中为 )(2 22 yxz  在 xoy面上方的部分.

3.计算曲面积分
2 2( )x y dS



 ，其中是锥面
22 yxz  介于平面 0z 与 1z 之间的曲面.

4.计算曲面积分 


dS
z
1

，其中为球面
2222 azyx  被平面 hz  （ ah 0 ）截出的顶部.

2.【几何意义  


  kdS kS 】

【例 4.2】设是柱面  2 2 2 0x y R R   被平面 0,z z h  所截部分，求
2 2( )x y dS



 .
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【练习 2】几何意义  


  kdS kS

1.求 ydS

 ，其中是右半球面 0,2222  yazyx .

2. 


 dSyxz )
3
42( ，其中为平面 1

432


zyx
在第一卦限中的部分.

3.【函数的奇数偶数性与对称性、或轮换对称性】

【例 4.3】（1）求 ( )x y z dS


  ，其中是上半球面 0,2222  zazyx .

（2） 


 dSzyx )( ，其中为球面
2222 azyx  .

【练习 3】函数的奇数偶数性与对称性、或轮换对称性

1.设曲面是上半球面：
2222 Rzyx  （ 0z ），曲面 1 是曲面在第五卦限中的部分，则有（ ）.

（A） 


xdS ＝ 
1

4 xdS （B） 


ydS ＝ 
1

4 ydS

（C） 


zdS＝ 
1

4 zdS （D） 


xyzdS ＝ 
1

4 xyzdS

2.求 ( )x y z dS


  ，其中是左半球面 0,2222  yazyx .

3.计算曲面积分 


 dSyx )( ，其中为 1 zyx .

4.计算 


dSz2
，其中为球面

2222 azyx  .
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y

z

0

x

Dyz

Dxz

∑

五、对坐标的曲面积分

【知识 5】1.第二类曲面积分: 流量 


 dxdyzyxRdzdxzyxQdydzzyxP ),,(),,(),,(

2.计算:（1）分面投影法；（2）合一投影法或点积法；（3）高斯公式.

1.分面投影法

【例 5.1】计算曲面积分 


xyzdxdy，其中是球面 1222  zyx 外侧在 0,0  yx 的部分.

【练习 1】--分面投影法

1.计算 


 dxdyyxI )( 22
，是圆








0

222

z
Ryx

的下侧.

2.计算 


 ydzdxxdydzzdxdy ，其中是柱面 122  yx 被平面 0z

及 3z 所截得的在第一卦限内的部分的前侧.

2.合一投影法

【例 5.2】 


 zdxdyydzdxxdydz ，其中是曲面
22 yxz  在第一卦限中 10  z 部分的下侧.

【练习 2】-合一投影法

1. 


 zdxdydzdxyx )( 22
，其中是锥面

22 yxz  上满足 0x ， 0y ， 1z 的那一部分的下侧.
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2. 


 zdxdydydzz)2( ，其中是锥面
22 yxz  （ 10  z ）的部分的下侧.

3. 


 dxdyzzyxfdzdxyzyxfdydzxzyxf ]),,([]),,(2[]),,([ ，其中 ),,( zyxf 为连续函数，是

平面 1 zyx 在第四卦限部分的上侧.

+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++

六、高斯公式

1.闭合且连续

【例 6.1】计算曲面积分 dxdyzdzdxydydzx 333 


，其中为球面
2222 Rzyx  的外侧.

【练习 1】闭合且连续-直接用高斯公式

1.(1)计算 


 xydxdyydzdxxdydzzyx 223 2)( ，其中是由坐标面和平面 ax  ， ay  ， az  所围

成的正方体的表面的外侧， a为正数.

(2)计算曲面积分 ( ) ( )x y dxdy y z xdydz


   ，其中为柱面 122  yx 及平面 0z ， 3z 所围成的

空间闭区域的整个边界曲面的外侧.
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(3)计算 


 zdxdyxdydzzyx 222 )( ，其中 为球面
2222 azyx  的外侧.

（4）计算向量 kzjyixA


333  穿过曲面: 2222 azyx  )0( a 流向外侧的流量.

2.(1)   yzdxdyxydzdxzxdydz : 222 Ryx  ， 0z  ， hz  所围成立体表面外侧.

(2)计算
2 2 2I x dydz y dzdx z dxdy



   ，其中是球面
2 2 2 2( )x y z R R    的外侧.

（3）计算积分
2 2 2x dydz y dzdx z dxdy



  ，其中  是锥面
222 zyx  与平面 hz  所围空间区域

（ hz 0 ）的表面，方向取外侧.

(4)计算曲面积分 dxdy
z

dzdx
y

dydx
x 222 1

1
1

1
1

1










，其中为锥面

22 yxz  及平面 1z 所围成的立体的表面外侧.



高等数学（下） 第十一章 曲线积分与曲面积分

第 12 页 共 16 页

2.(1)计算
2 2( )I x y z dydz



  ，其中是球面
2222 Rzyx  的外侧.

(2)设 f 具有连续偏导数，求 zdxdydzdx
y
xf

x
dydz

y
xf

y
I 











 



)
3
3(

3
1)

3
3(

3
1

，

其中是由曲面
22 yxz  及

228 yxz  所围的立体表面的外侧.

(3)计算 dydz
y
xf

y
dzdx

y
xf

x
zdxdy )(1)(1




，其中 )(uf 有连续导数，是由柱面 422  yx ，
22yz 

及平面 0z 所围立体表面内侧.

(4) 计算
3 3 31 1[ ( ) ] [ ( ) ]y yf z dxdy f y dzdx x dydz

y z z z

    ，其中 )(uf 有连续导数，  是由锥面

2 2x y z  与球面
2 2 2 2 2 21, 4x y z x y z      所围立体表面外侧.
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2.不闭合，但连续——补面

【例 6.2】计算 zdxdydydzzx 


)3( ，其中为有向曲面
22 yxz  )10(  z ，其法向量与 z轴负向

的夹角成锐角.

【练习 2】不闭合，但连续——补面

1.(1)计算曲面积分 


 dxdyzydzdxxdydz )1(32 ，其中为锥面
22 yxz  （ 10  z ）的下侧.

(2)计算 


 dxdyxxdzdxxydydz 2
，其中上

224 yxz  的上侧.

2.(1)计算
2

2 2sin( )
2
x dydz xz dzdx z dxdy



  ，其中为
2 2z x y  在 0, 1z z  之间的下侧.

(2)计算曲面积分 dxdyzxdzdxyzdydzxy )()()( 222 


，其中为抛物面

222 yxz  位于 xoy面上方的部分的上侧.
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3.(1)计算 


 zdxdydydzzx )2( ，其中为有向曲面
22 yxz  （ 10  z ），取上侧.

(2)计算曲面积分
3 3 22 2 3( 1)x dydz y dzdx z dxdy



   ，其中为曲面
2 21z x y   （ 0z  ）的上侧.

(3)计算曲面积分 


 zdxdydydzzx )2( ，其中为
22 yxz  （ 10  z ）上侧.

3.闭合，但不连续

【例 6.3】计算

 
3

2 2 2 2

xdydz ydzdx zdxdy

x y z

 

 
 ，其中为球面

2222 azyx  的外侧.

【练习 3】闭合，但不连续——“挖洞”或化简

1. 计算 dxdy
r
zdzdx

r
ydydz

r
x

333 


，其中
222 zyxr  ，：球面

2222 azyx  的外侧.
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2.计算
2

2 2 2

xzdydz yzdzdx z dxdy
x y z

 

 
 ，其中为半球面

2 2 2z R x y   的上侧.

七、斯托克斯公式

【知识 7】空间曲线积分：1.直接曲线积分法；2.斯托克斯公式.

【例 7.1】计算曲线积分 


 xdzzdyydx ，其中为圆周
2222 azyx  ， 0 zyx ，若从 x轴的

正向看去，这圆周是取逆时针方向.

【例 7.2】求向量场 A的旋度，设 jyxziyzA )cos()sin(  .

【练习 1】利用斯托克斯公式求曲线积分

1.(1)计算曲线积分 


 dzyzxzdyydx 23 ，其中为圆周 zyx 222  ， 2z ，若从 z轴的正向看去，这

圆周是取逆时针方向.
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(2)计算曲线积分 


 dzyxdyyxzdx )()2( ，其中是平面 1
2


zyx 被三个坐标面所截成的三角形

的整个边界，若从 x轴的正向看去，这曲线是取逆时针方向.

2.(1)计算曲线积分 ( ) ( ) ( )z y dx x z dy x y dz


     ，其中是
2 2 1x y  ， 2x y z   ，从 z轴正向看

去，这曲线是取顺时针方向.

(2)计算曲线积分 ( 1) ( 2) ( 3)y dx z dy x dz


     ，其中是圆周
2 2 2 2x y z R   ， 0x y z   ；若从

Ox轴正向看过去，这个圆周是依逆时针方向进行的.

3.求向量场 A的旋度，设 kzjyieA xy 2sincos  .


